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О ВАРИАЦИОННОМ ПРИНЦИПЕ ЛАГРАНЖА
МИКРОПОЛЯРНОЙ ТЕОРИИ УПРУГОСТИ
ПРИ НЕИЗОТЕРМИЧЕСКИХ ПРОЦЕССАХ

А.В. Романов1

В рамках теории микрополярного континуума с использованием вариационного прин-
ципа Лагранжа, метода Ритца и кусочно-полиномиальных базисных функций серендипова
семейства получены компоненты тензорно-блочной матрицы жесткости и составлена си-
стема линейных алгебраических уравнений для анизотропного и изотропного материалов
с центром симметрии при неизотермических процессах.
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In this paper, a variational principle of Lagrange, the Ritz method and piecewise polynomial
serendipity shape functions are used to obtain a stiffness matrix and a system of linear algebraic
equations in the micropolar theory of elasticity for anisotropic, isotropic and centrally symmetric
material in case of a non isothermal process.
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1. Вариационный принцип Лагранжа. Обобщим задачу минимизации функционала Лагран-
жа классической теории упругости [1, 2] на микрополярную среду:

L(u, ϕϕϕ) 6 L(w, ψψψ), L(w, ψψψ) =
1

2
a(w, ψψψ; w, ψψψ)− l(w, ψψψ), ∀w, ψψψ : w, ψψψ |

Σ1
= 0 (1)

и запишем условия стационарности:

DL(u, ϕϕϕ; w, ψψψ) = 0, (2)
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где D — дифференциал Гато; u, ϕϕϕ — действительная кинематическая система независимых векторов
перемещений и микровращений (далее вращений) соответственно; w, ψψψ — кинематически допусти-
мая система векторов, т.е. возможные перемещения и вращения из того же пространства, что и u, ϕϕϕ.
При формулировке вариационного принципа Лагранжа аналогично классической теории потребуем
выполнения кинематических соотношений и кинематических граничных условий [1, 3–9]

γγγ
˜
= ∇u−C

≃

·ϕϕϕ, κκκ
˜
= ∇ϕϕϕ, u |

Σ1
= u0, ϕϕϕ |

Σ1
= ϕϕϕ0,

а из условий стационарности (2) следуют уравнения равновесия и статические граничные условия:

∇·P
˜
+ ρF = 0, ∇·µµµ

˜
+C

≃

2
⊗P

˜
+ ρm = 0, n·P

˜
|
Σ2
= S, n·µµµ

˜
|
Σ2
= R,

где γγγ
˜

— тензор деформации микрополярной теории упругости; κκκ
˜

— тензор изгиба-кручения; P
˜

—
тензор напряжений второго ранга; µµµ

˜
— тензор моментных напряжений второго ранга; C

≃

— дискри-
минантный тензор третьего ранга (тензор Леви-Чивиты); F — вектор массовой силы; m — вектор

массовых пар; ρ — плотность среды;
2
⊗ — знак внутреннего 2-произведения [10]; Σ — поверхность

тела (Σ1 ∪ Σ2 = Σ, Σ1 ∩ Σ2 = ∅); S — вектор поверхностной силы; R — вектор поверхностных пар;
n — внешняя нормаль к поверхности тела. Кроме того, в силу симметрии функционала a из условий
стационарности (2) также следуют интегральные тождества

a(u, ϕϕϕ; w, ψψψ) = l(w, ψψψ),

a(u, ϕϕϕ; w, ψψψ) =
∫
V

[P
˜
(u, ϕϕϕ)

2
⊗(∇w −C

≃

·ψψψ) +µµµ
˜
(ϕϕϕ)

2
⊗∇ψψψ ]dV,

l(w, ψψψ) =
∫
V

ρ(F ·w +m ·ψψψ)dV +
∫
Σ2

(S ·w +R ·ψψψ)dΣ,

где V — объем тела. Если приняты тождества w = u, ψψψ = ϕϕϕ, то a(u, ϕϕϕ, w, ψψψ) есть энергия упругих
деформаций и изгиба-кручения; l(w, ψψψ) — работа внешних сил на соответствующих перемещениях
и вращениях.

2. Потенциал деформаций и изгибов-кручений. Заметим, что в силу существования опе-
ратора (потенциала) деформаций и изгибов-кручений немедленно возникают определяющие соот-
ношения для материалов с центром симметрии при изотермических процессах [6–9]:

W̌ (γγγ
˜
,κκκ
˜
) =

1

2

(
γγγ
˜

2
⊗A
˜̃

2
⊗γγγ
˜
+κκκ

˜
2
⊗D

˜̃
2
⊗κκκ
˜

)
, P

˜
=

∂W̌

∂γγγ
˜
, µµµ

˜
=

∂W̌

∂κκκ
˜

(
A
˜̃
= A

˜̃
T, D

˜̃
= D

˜̃
T
)
,

где A
˜̃
, D
˜̃

— материальные тензоры четвертого ранга. При неизотермических процессах в силу обоб-
щенного принципа Дюамеля–Неймана [6, 11] оператор (потенциал) деформаций можно представить
в виде

W̌ (γγγ
˜
,κκκ
˜
) =

1

2

(
γγγ
˜

2
⊗A
˜̃

2
⊗γγγ
˜
+κκκ

˜
2
⊗D

˜̃
2
⊗κκκ
˜

)
+

(
P
˜0 −A

˜̃
2
⊗ aaa
˜
ϑ

)
2
⊗ γγγ

˜
+

(
µµµ
˜
0 −D

˜̃
2
⊗ bbb
˜
ϑ

)
2
⊗κκκ

˜
+

+
1

2

(
aaa
˜

2
⊗A
˜̃

2
⊗ aaa
˜
+ bbb
˜

2
⊗D

˜̃
2
⊗ bbb
˜

)
ϑ2,

где aaa
˜
, bbb
˜

— тензоры теплового расширения; ϑ — перепад температуры; P
˜0, µµµ

˜
0 — тензоры, либо образо-

ванные источниками немеханической природы, либо являющиеся результатом решения несвязанных
задач. Тогда при неизотермических процессах функционал Лагранжа (1) примет вид

L(w, ψψψ) =
1

2
[ a(w, ψψψ; w, ψψψ) + h ] + l0(w, ψψψ)− l(w, ψψψ),

h =
∫
V

[

(
aaa
˜

2
⊗A
˜̃

2
⊗ aaa
˜
+ bbb
˜

2
⊗D

˜̃
2
⊗ bbb
˜

)
ϑ2]dV,

l0(w, ψψψ) =
∫
V

[

(
P
˜0 −A

˜̃
2
⊗ aaa
˜
ϑ

)
2
⊗ γγγ

˜
(w, ψψψ) +

(
µµµ
˜
0 −D

˜̃
2
⊗ bbb
˜
ϑ

)
2
⊗κκκ

˜
(ψψψ)]dV.

(3)

Для изотропного материала компоненты тензоров aaa
˜
, bbb
˜

принимают выражения aij = ατ gij, bij =
βτ gij , где ατ , βτ — коэффициенты линейного теплового расширения.
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3. Изотропные тензоры четвертого ранга. В этом случае каждый тензор микрополярного
материала с центром симметрии имеет по 3 независимые компоненты [3, 10]:

Aijkl = λ gijgkl + µ
(
gikgjl + gilgjk

)
+ α

(
gikgjl − gilgjk

)
,

Dijkl = δ gijgkl + γ
(
gikgjl + gilgjk

)
+ β

(
gikgjl − gilgjk

)
,

(4)

где λ, µ, α, δ, γ, β — материальные параметры среды; gij — компоненты единичного тензора.
4. Система линейных алгебраических уравнений. Применив метод Ритца и записав кри-

терий стационарности для лагранжиана (3), а также воспользовавшись ранее принятыми обозначе-
ниями в работах [12, 13], придем к системе линейных алгебраических уравнений для материала с
центром симметрии произвольной анизотропии при неизотермических процессах:

DL(ŵ, ψ̂ψψ) = 0,





+K
(1)

lj
pqŵ

p
l − K

(2)

lj
pqψ̂

p
l = F

(1)

j
q − T

(1)

j
q

−K
(3)

lj
pqŵ

p
l + K

(4)

lj
pqψ̂

p
l = F

(2)

j
q − T

(2)

j
q,




K
(1)

lj
pq −K

(2)

lj
pq

−K
(3)

lj
pq K

(4)

lj
pq







ŵp
l

ψ̂p
l



 =





F
(1)

j
q − T

(1)

j
q

F
(2)

j
q − T

(2)

j
q




, (5)

где компоненты тензорно-блочных матриц жесткости и векторов сил имеют вид:

K
(1)

lj
pq =

∫
Ve

AijklNp,sNq,tB
s
kB

t
iJ dVξ, K

(2)

lj
pq =

∫
Ve

AijkmC ··l
km·NpNq,tB

t
iJ dVξ,

K
(3)

lj
pq =

∫
Ve

AinklNp,sC
··j
in·NqB

s
kJ dVξ,

K
(4)

lj
pq =

∫
Ve

[
AinkmNpNqC

··l
km·C

··j
in· +DijklNp,sNq,tB

s
kB

t
i

]
J dVξ,

F
(1)

j
q =

∫
Ve

F jNqJρ dVξ +
∫
Σ2

SjNqJΣ dΣξ, F
(2)

j
q =

∫
Ve

mjNqJρ dVξ +
∫
Σ2

RjNqJΣ dΣξ,

T
(1)

j
q =

∫
Ve

(
P ij
0 −Aijkl akl ϑ

)
Nq,tB

t
iJ dVξ,

T
(2)

j
q =

∫
Ve

[(
Ainkl akl ϑ− P in

0

)
C ··j
in·Nq +

(
µij
0 −Dijkl bkl ϑ

)
Nq,tB

t
i

]
J dVξ.

(6)

5. Компоненты тензорно-блочной матрицы жесткости и вектора сил. Учитывая (6)
и соответствующие выражения компонент изотропных материальных тензоров (4), а также запись

производных функций форм по декартовым координатам [12], для компонент K
(1)

lj
pq − K

(4)

lj
pq, T

(1)

j
q, T

(2)

j
q

будем иметь

K
(1)

lj
pq = λNp,lNq,j + (µ+ α)Np,iNq,i δjl + (µ− α)Np,jNq,l,

K
(2)

lj
pq = −2α ǫljiNpNq,i, K

(3)

lj
pq = 2α ǫljkNp,kNq,

K
(4)

lj
pq = δ Np,lNq,j + (γ + β)Np,iNq,i δjl + (γ − β)Np,jNq,l + 4αNpNqδlj ,

T
(1)

j
q =

(
P ij
0 − (3λ+ 2µ) δij ατϑ

)
Nq,i, T

(2)

j
q =

(
µij
0 − (3δ + 2γ) δij βτϑ

)
Nq,i − P in

0 ǫinj Nq.

(7)

Придавая значения индексам l и j из формулы (7), для K
(1)

lj
pq получим

K
(1)

11
pq = (λ+ 2µ)Np,1Nq,1 + (µ+ α) (Np,2Nq,2 +Np,3Nq,3), K

(1)

12
pq = λNp,1Nq,2 + (µ− α)Np,2Nq,1,

K
(1)

22
pq = (λ+ 2µ)Np,2Nq,2 + (µ+ α) (Np,3Nq,3 +Np,1Nq,1), K

(1)

21
pq = λNp,2Nq,1 + (µ− α)Np,1Nq,2,

K
(1)

33
pq = (λ+ 2µ)Np,3Nq,3 + (µ+ α) (Np,1Nq,1 +Np,2Nq,2),

K
(1)

13
pq = λNp,1Nq,3 + (µ− α)Np,3Nq,1, K

(1)

23
pq = λNp,2Nq,3 + (µ − α)Np,3Nq,2,

K
(1)

31
pq = λNp,3Nq,1 + (µ− α)Np,1Nq,3, K

(1)

32
pq = λNp,3Nq,2 + (µ − α)Np,2Nq,3.

(8)
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Если положим α = 0, то из (8) определим компоненты матрицы жесткости классической трехмерной

теории упругости [11], образующие систему линейных алгебраических уравнений вида K
(1)

lj
pq ŵ

p
l = F

(1)

j
q.

Аналогично выпишем компоненты для кососимметричных тензоров K
(2)

lj
pq и K

(3)

lj
pq поэлементно:

K
(2)

αα
pq = K

(3)

αα
pq = 0, 〈α = 1, 2, 3〉 ,

K
(2)

12
pq = −2αNpNq,3, K

(2)

13
pq = +2αNpNq,2, K

(2)

23
pq = −2αNpNq,1,

K
(2)

21
pq = +2αNpNq,3, K

(2)

31
pq = −2αNpNq,2, K

(2)

32
pq = +2αNpNq,1,

K
(3)

12
pq = +2αNp,3Nq, K

(3)

13
pq = −2αNp,2Nq, K

(3)

23
pq = +2αNp,1Nq,

K
(3)

21
pq = −2αNp,3Nq, K

(3)

31
pq = +2αNp,2Nq, K

(3)

32
pq = −2αNp,1Nq.

Компоненты для K
(4)

lj
pq поэлементно:

K
(4)

11
pq = (δ + 2γ)Np,1Nq,1 + (γ + β) (Np,2Nq,2 +Np,3Nq,3) + 4αNpNq,

K
(4)

22
pq = (δ + 2γ)Np,2Nq,2 + (γ + β) (Np,3Nq,3 +Np,1Nq,1) + 4αNpNq,

K
(4)

33
pq = (δ + 2γ)Np,3Nq,3 + (γ + β) (Np,1Nq,1 +Np,2Nq,2) + 4αNpNq,

K
(4)

12
pq = δ Np,1Nq,2 + (γ − β)Np,2Nq,1, K

(4)

13
pq = δ Np,1Nq,3 + (γ − β)Np,3Nq,1,

K
(4)

23
pq = δ Np,2Nq,3 + (γ − β)Np,3Nq,2, K

(4)

21
pq = δ Np,2Nq,1 + (γ − β)Np,1Nq,2,

K
(4)

31
pq = δ Np,3Nq,1 + (γ − β)Np,1Nq,3, K

(4)

32
pq = δ Np,3Nq,2 + (γ − β)Np,2Nq,3.

Компоненты для T
(1)

j
q, T

(2)

j
q поэлементно:

T
(1)

1
q =

(
P 11
0 − (3λ+ 2µ)ατϑ

)
Nq,1 + P 21

0 Nq,2 + P 31
0 Nq,3,

T
(1)

2
q =

(
P 22
0 − (3λ+ 2µ)ατϑ

)
Nq,2 + P 32

0 Nq,3 + P 12
0 Nq,1,

T
(1)

3
q =

(
P 33
0 − (3λ+ 2µ)ατϑ

)
Nq,3 + P 13

0 Nq,1 + P 23
0 Nq,2,

T
(2)

1
q =

(
µ11
0 − (3δ + 2γ)βτϑ

)
Nq,1 + µ21

0 Nq,2 + µ31
0 Nq,3 −

(
P 23
0 − P 32

0

)
Nq,

T
(2)

2
q =

(
µ22
0 − (3δ + 2γ)βτϑ

)
Nq,2 + µ32

0 Nq,3 + µ12
0 Nq,1 −

(
P 31
0 − P 13

0

)
Nq,

T
(2)

3
q =

(
µ33
0 − (3δ + 2γ)βτϑ

)
Nq,3 + µ13

0 Nq,1 + µ23
0 Nq,2 −

(
P 12
0 − P 21

0

)
Nq.

6. Выводы. С учетом выражений изотропных тензоров A
˜̃
, D
˜̃

микрополярной теории упруго-
сти для материалов с центром симметрии при неизотермических процессах получены компоненты
тензорно-блочной матрицы жесткости и вектора сил, которые впоследствии используются для со-
ставления системы линейных алгебраических уравнений (5), (6) и нахождения неизвестных векторов
макроперемещений и микровращений. Данные результаты могут быть актуальны для исследования
задач наномеханики микрополярного континуума с целью изучения механических свойств матери-
ала методом конечных элементов.
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