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О к о н ч а н и е
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(B) т. о. п. 2 1, 3
(B) x5 = a5 = 0, (a6, x6) 6= 0, a4x3 6= a3x4 или

4 1, 1
x5 = a5 = 0, ∃ j ∈ {3, 4} : a6xj 6= ajx6
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[e2, e4] = e5,
[e3, e4] = e6
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(C) a5 = a6 = x5 = x6 = 0, a4x3 6= a3x4 − 1, 1, 1, 3
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О МОМЕНТАХ ВЕТВЯЩЕГОСЯ БЛУЖДАНИЯ
В СЛУЧАЙНОЙ СРЕДЕ С ГУМБЕЛЕВСКИМ ПОТЕНЦИАЛОМ

В.А. Куценко1

Рассматривается ветвящееся случайное блуждание по многомерной решетке в слу-
чайной среде с непрерывным временем. В основе процесса лежит простое симметричное
случайное блуждание. Случайная среда в каждой точке решетки определяется неотри-
цательными, независимыми и одинаково распределенными случайными интенсивностями
деления и гибели частиц. Предполагается, что разность интенсивностей деления и гибели
частиц имеет асимптотически гумбелевское распределение. Получены результаты о пре-
дельном поведении моментов, усредненных по среде.

Ключевые слова: случайные процессы, ветвящиеся случайные блуждания, случайная
среда, перемежаемость.

A time-continuous branching random walk over a multidimensional lattice in a random
medium is considered. Underlying random walk is considered to be simple and symmetric. The
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random medium at each point of the lattice is determined by non-negative, independent, and
equally distributed random intensities of splitting and death of particles. It is assumed that the
difference in the intensities of splitting and death of particles has an asymptotically Gumbelian
distribution. The limiting behavior of the moments averaged over the medium is obtained.
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1. Введение. В настоящей работе исследуется модель ветвящихся случайных блужданий (ВСБ)
в случайной среде, впервые рассмотренная в [1]. Модель ВСБ в случайной среде была формализо-
вана в работе [2] и поэтому мы будем придерживаться терминологии, введенной там.

Рассмотрим целочисленную решетку Zd, d ∈ N, и непрерывное время t > 0. Пусть в начальный
момент времени t = 0 в некоторой точке x ∈ Zd находится одна частица. За малое время эта частица
может остаться на месте, переместиться в соседний узел решетки, разделиться надвое или погиб-
нуть. Эволюция ее потомков происходит по тому же закону независимо друга от друга и от всей
предыстории. Этот процесс объединяет ветвление и блуждание частиц, потому его называют вет-
вящимся случайным блужданием (см., например, [3, 4]). Опишем формально механизмы ветвления
и блуждания.

Перемещение частиц по решетке задается простым симметричным случайным блужданием, как
в [2–4]. Это значит, что частица, находящаяся в любой точке решетки, ждет время, распределенное
по экспоненциальному закону с параметром κ > 0, а затем равновероятно перемещается в одну из
соседних точек решетки.

Для каждой частицы задан ветвящийся процесс, в течение которого частица может разделить-
ся надвое или погибнуть. Интенсивности ветвления зависят от положения точки на решетке и для
каждой координаты x ∈ Zd являются случайными величинами, не зависящими от времени. Через
V +(x, ω) обозначается интенсивность деления частицы надвое, а через V −(x, ω) — интенсивность
ее гибели. Переменная ω определена на вероятностном пространстве (Ω,F , P ), Ω = R2

+ˆZd. Вычис-
ленное по Ω математическое ожидание мы будем обозначать угловыми скобками 〈·〉. Переменная
ω подчеркивает случайность величин и соответствует конкретной реализации пар интенсивностей.
Предполагается, что пары интенсивностей в различных точках решетки независимы и одинаково
распределены.

Введенные пары интенсивностей можно понимать как случайную среду на Zd, которая управ-
ляет процессом ветвления. Еще раз подчеркнем, что случайная среда стационарна и поведение про-
цесса при t > 0 определяется конкретной реализацией пар (V +(x, ω), V −(x, ω)), x ∈ Zd. Конкретное
значение ω будем называть “замороженной средой” [2, 3], подразумевая под этим фиксированную
реализацию пар (V +(x, ω), V −(x, ω)).

Соединив механизмы ветвления и блуждания, опишем эволюцию частицы в ВСБ в случайной
среде. Для удобства введем случайную величину τ(x, ω), которая есть среднее время ожидания в
произвольной точке x ∈ Zd:

τ(x, ω) :=
1

κ + V +(x, ω) + V −(x, ω)
.

Эволюция частицы, находящейся в точке x, выглядит следующим образом. Частица ждет время,
которое имеет экспоненциальное распределение с параметром τ(x, ω)−1, а затем мгновенно уми-
рает, делится надвое или перемещается равновероятно в одну из соседних точек решетки. Выбор
одного из этих трех событий производится с соответствующими вероятностями V −(x, ω)τ(x, ω) ,
V +(x, ω)τ(x, ω) и κτ(x, ω) .

В замороженной среде ω ВСБ в момент времени t есть система частиц на Zd, а значит, полностью
описывается набором численностей частиц в точках решетки. Численность частиц в точке y ∈ Zd

в момент времени t обозначается µt(y, ω). В наших предположениях в начальный момент времени
наблюдается ровно одна частица в точке x, поэтому µ0(y, ω) = δ(x, y), где x — начальное положение
первой частицы, а δ(·, ·) — символ Кронекера.

В замороженной среде ω эволюция частиц — это стохастический процесс, а потому численность
частиц в каждой точке µt(y, ω) есть случайная величина. Численность частиц принято изучать
не напрямую, а через ее моменты [2–4]. Для замороженной среды ω моменты численности частиц
в точке y ∈ Zd при условии старта процесса в точке x называются “замороженными” (quenched
moments [2]) и вычисляются усреднением по реализациям ВСБ в этой среде:

mn(t, x, y, ω) = Exµ
n
t (y, ω) , n ∈ N.
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Каждой замороженной среде ω соответствует свой набор замороженных моментов mn(t, x, y, ω).
Замороженная среда как функция от ω есть случайная величина, поэтому замороженные момен-
ты как функции от ω тоже суть случайные величины. Такие случайные величины сложно изучать
напрямую и поэтому изучаются их моменты. Моменты получаются усреднением естественным обра-
зом — по вероятностному пространству, на котором определена переменная ω и которое, напомним,
обозначается через угловые скобки. По устоявшейся терминологии моменты, полученные усредне-
нием замороженных моментов, называются “отожженными” (annealed moments [2]). Отожженный
момент p-го порядка, взятый от n-го замороженного момента, по определению выглядит следующим
образом: 〈mp

n(t, x, y)〉, n ∈ N, p > 1. В [4] подробно описаны тонкости рассмотрения замороженных
и отожженных моментов, в частности условия их существования.

2. Постановка задачи. Исследовать поведение 〈mp
n(t, x, y)〉 на конечных временах в общем

случае, по-видимому, невозможно. В связи с этим исследуется асимптотическое поведение mp
n(t, x, y)〉

при t → ∞ и фиксированных точках решетки x и y. В [2] получено поведение моментов при больших
временах для численности частиц ВСБ на всей решетке в случае произвольного распределения раз-
ности V +(x, ω)−V −(x, ω). Величина V (x, ω) = V +(x, ω)−V −(x, ω) называется случайным потенци-
алом и отражает поведение процесса ветвления в точке x ∈ Zd. В [3] исследовано асимптотическое
поведение отожженных моментов 〈mp

n(t, x, y)〉 в случае, когда распределение потенциала V (x, ω)
имеет асимптотически вейбулловский хвост, т.е. если его функция распределения F (z) подчиняется
следующему условию:

ln (1− F (z)) ∼ −czα, c > 0, α > 1.

Здесь и далее выражение f(x) ∼ g(x) означает, что limx→∞ f(x)/g(x) = 1.
В [5] показано, что асимптотическое поведение отожженных моментов 〈m1(t, x, y)〉 может быть

исследовано и в случае, когда потенциал V (x, ω) имеет асимптотически гумбелевский хвост, т.е. если
его функция распределения подчиняется следующему условию:

ln (1− F (z)) ∼ −cezα, c > 0, α > 1.

В деталях исследование первого отожженного момента для гумбелевского потенциала проведено в
[4]. В настоящей работе будет показано, что в случае асимптотически гумбелевских хвостов может
быть описано и асимптотическое поведение старших моментов 〈mp

n(t, x, y)〉, n ∈ N, p > 1.
Отдельно заметим, что в [6] асимптотическое поведение 〈mp

n(t, x, y)〉 описано в общем случае, ко-
торый включает потенциалы и c асимптотически вейбулловским, и с асимптотически гумбелевским
хвостом. Однако для доказательства этого результата необходимо применение достаточно сложной
техники из теории ветвящихся случайных процессов — так называемой леммы “многие-к-немногим”
(many-to-few) — и последующей полной переформулировки задачи исследования ВСБ в требуемых
для леммы терминах. В [4] и в настоящей работе показано, что можно поступить проще — исполь-
зовать результаты из [3] и асимптотический анализ интегралов методом Лапласа [7].

3. Результаты для асимптотически гумбелевского потенциала. Результаты [3] обобща-
ются на случай гумбелевского семейства случайных потенциалов путем доказательства аналогов
лемм 6.2–6.4 из работы [3].

Кратко напомним, что в лемме 6.2 [3] утверждается следующее: если функция распределения
некоторой случайной величины асимптотически вейбулловская, то производящая функция куму-
лянтов имеет асимптотически степенной вид. В случае, когда вместо вейбулловского распределения
рассматривается гумбелевское, в лемме 3 [4] показано, что производящая функция кумулянтов име-
ет асимптотически степенно-логарифмический вид. В лемме 6.3 [3] утверждается, что логарифм
свертки двух функций, логарифм каждой из которых имеет степенной вид, также имеет степенной
вид. Если же рассматривать функции с логарифмом степенно-логарифмического вида, то, согласно
лемме 4 из [4], логарифм свертки этих функций будет иметь степенно-логарифмический вид. На-
конец, лемма 6.4 [3] — это обобщение леммы 6.3 [3] для случая многомерной свертки. Следующая
лемма есть обобщение леммы 4 [4] на случай многомерной свертки.

Лемма. Пусть f1(t) и f2(t) — непрерывные функции, такие, что ln fi(t) ∼ at ln t, t → ∞,
i = 1, 2. Тогда для следующего интеграла:

W (p)(t) :=

t∫

0

· · ·
t∫

0

f1 (s1 + . . .+ sp) f2 (pt− s1 − . . .− sp) ds1 . . . dsp

верно асимптотическое равенство

lnW (p)(t) ∼ apt ln t, t → ∞.
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Доказательство. Запишем функции ln fi(t) в следующей форме:

ln fi(t) = at ln t+ ϕi(t), i = 1, 2.

Согласно предположениям леммы для любого ε > 0 существует число K = K(ε) > 0, такое, что

|ϕi(t)| 6 K + εt ln t, i = 1, 2. (1)

Эти оценки подсказывают, что свертка W (p)(t) должна асимптотически зависеть от главной ча-

сти асимптотики, т.е. от at ln t. Обозначим через W
(p)
0 (t) интеграл, который соответствует свертке

главных частей асимптотик:

W
(p)
0 (t) =

t∫

0

· · ·
t∫

0

eaS lnS+a(pt−S) ln (pt−S)ds1 . . . dsp,

где S := s1 + . . .+ sp.

В силу (1) интеграл W (p)(t) можно оценить следующим образом:

W
(p)
0 (t) · e−2K−2εt ln t 6 W (p)(t) 6 W

(p)
0 (t) · e2K+2εt ln t.

Взяв логарифм, получим

lnW
(p)
0 (t)− 2K − 2εt ln t 6 lnW (p)(t) 6 lnW

(p)
0 (t) + 2K + 2εt ln t. (2)

Исследуем асимптотическое поведение W
(p)
0 (t) при t → ∞. Обычно подобные задачи решаются

методом Лапласа (см., например, [7]). Для его применения необходимо избавиться от переменного
предела интегрирования. Сделаем замену переменных s1 := tv1, . . . , sp = tvp и обозначим V :=
1
p(v1 + . . . + vp). Тогда S = ptV и W

(p)
0 (t) принимает следующий вид:

W
(p)
0 (t) = tp

1∫

0

· · ·
1∫

0

eaptV ln(ptV )+a(pt−ptV ) ln (pt−ptV )dv1 . . . dvp. (3)

Упростим выражение в экспоненте:

aptV ln(ptV ) + a(pt− ptV ) ln (pt− ptV ) = apt
(
V ln(ptV ) + (1− V ) ln {pt(1− V )}

)
=

= apt ln(pt) + apt (V lnV + (1− V ) ln(1− V )) . (4)

Подставим полученное выражение (4) обратно в формулу (3):

W
(p)
0 (t) = tpeapt ln(pt)

1∫

0

· · ·
1∫

0

eapt(V lnV+(1−V ) ln(1−V ))dv1 . . . dvp. (5)

Мы находимся в условиях применения метода Лапласа. Согласно этому методу интеграл в (5)
при больших t близок к значению своей подынтегральной функции в точке максимума. Функция
V lnV + (1 − V ) ln(1 − V ) достигает максимума в точках V = 0 и V = 1, и он равен нулю. Поэтому
при больших t интеграл из выражения (5) асимптотически равен единице. Тем самым

W
(p)
0 (t) ∼ tpeapt ln(pt), lnW

(p)
0 (t) ∼ apt ln t, t → ∞.

Полученное выражение, подставленное в неравенство (2), влечет утверждение леммы.
На основе доказанной леммы, применяя леммы 3, 4 [4] и схему доказательства теоремы 6.1 [3],

получаем следующую теорему.



вестн. моск. ун-та. сер.1, математика. механика. 2023. № 4 53

Теорема. Пусть дана модель ВСБ на многомерной решетке Zd, d ∈ N, с непрерывным време-
нем в случайной среде со стационарным, пространственно независимым и однородным потенциа-
лом V (x, ω), x ∈ Zd. Пусть для его функции распределения F (z) выполнено условие

ln (1− F (z)) ∼ −cezα, c > 0, α > 1, z → ∞.

Тогда при фиксированных x, y ∈ Zd справедливо асимптотическое равенство

ln 〈mp
n(t, x, y)〉 ∼ α−1pnt ln t, t → ∞.

Автор приносит благодарность проф. Е.Б. Яровой и проф. С.А. Молчанову за обсуждение
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ИНВАРИАНТНЫЕ СУММЫ ПРОИЗВЕДЕНИЙ ДИФФЕРЕНЦИАЛОВ

Ф.М. Малышев1

На основе предлагаемого способа решения так называемых (r, s)-систем линейных
уравнений доказано, что порядки однородных инвариантных дифференциальных опера-
торов n гладких вещественных функций одной переменной принимают значения от n

до n(n+1)
2 , а размерность пространства всех таких операторов не превосходит n!. Полу-

чена классификация инвариантных дифференциальных операторов порядка n + s для
s = 1, 2, 3, 4, а при n = 4 — для всех порядков от 4 до 10. Однородные инвариантные
дифференциальные операторы самого маленького порядка n и самого большого порядка
n(n+1)

2 представлены соответственно произведением n первых дифференциалов (s = 0) и
вронскианом (s = (n−1)n/2). Доказано существование ненулевых однородных инвариант-

ных дифференциальных операторов порядка n+ s для s < 1+
√
5

2 (n− 1).

Ключевые слова: производная, дифференциал, система линейных уравнений, сим-
плекс, инвариантный дифференциальный оператор.

Based on the method proposed for solving the so-called (r, s)-systems of linear equations,
it is proved that the orders of homogeneous invariant differential operators n of smooth real
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