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СВОБОДНЫЕ КОЛЕБАНИЯ КОНИЧЕСКОЙ ОБОЛОЧКИ

С. Д. Алгазин1, А. А. Синицын2

Рассматриваются свободные колебания конической оболочки конечной длины. Дан-
ная задача была сформулирована в 1960-х годах. В работе приведен современный алго-
ритм без насыщения, рассмотрены конкретные расчеты, которые показывают его высокую
эффективность.

Ключевые слова: коническая оболочка, задачи на собственные значения, численный
алгоритм без насыщения.

Free fluctuations of a conical shell of finite length are considered. This problem was
formulated in the 1960s. A modern algorithm without saturation is given in this paper and
specific calculations which show its high efficiency are discussed.
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Введение. Конические оболочки нашли широкое применение в качестве компонентов инженер-
ных конструкций, и анализ колебаний таких компонентов имеет важное значение для обеспечения
безопасности и устойчивости. В [1] приводится обзор исследований по этой теме.

Геометрия конической оболочки

В настоящей работе на примере задачи о сво-
бодных колебаниях конической оболочки рассматри-
вается новый подход к конструированию алгоритмов
математической физики.

Классический подход, основанный на использо-
вании методов конечных разностей и конечных эле-
ментов, обладает существенным недостатком — он не
реагирует на гладкость отыскиваемого решения. Для
разностной схемы p-го порядка независимо от глад-
кости отыскиваемого решения погрешность метода
составляет O(ξP ), где ξ — шаг сетки. Гладкость реше-
ния определяется входными данными задачи. Пред-
лагаемый алгоритм свободен от этих недостатков.
Он автоматически настраивается на гладкость отыс-
киваемого решения, и его точность тем выше, чем
бо́льшим условиям гладкости отвечает решение. Для
системы обыкновенных дифференциальных уравне-
ний рассматриваемой задачи на собственные значе-
ния можно экспериментально показать, что убыва-
ние погрешности экспоненциально. Этого невозмож-
но добиться методами конечных разностей и конеч-
ных элементов.

1. Постановка задачи. Рассмотрим коническую
оболочку, представленную на рисунке, где R1 и R2

являются радиусами конуса на его малых и больших
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краях, α — угол конуса и L — длина конуса вдоль его образующей. Коническая оболочка задает-
ся системой координат (x, θ, z), как показано на рисунке. Компоненты смещения оболочки в этой
системе координат обозначаются через u, v, w в направлениях x, θ и z соответственно.

Радиус конуса в любой точке по его длине задается формулой R(x) = R1 + x · sinα. Уравнения
движения с точки зрения сил и моментов могут быть записаны как

Lx(u, v, w) − ρt
∂2u

∂t2
= 0,

Lθ(u, v, w) − ρt
∂2v

∂t2
= 0,

Lz(u, v, w) − ρt
∂2w

∂t2
= 0,

(1)

где

Lx =
∂Nx

∂x
+

sinα

R
(Nx −Nθ) +

1

R

∂Nxθ

∂θ
,

Lθ =
∂Nθ

∂x
+

1

R

∂Nθ

∂θ
+

2 sinα

R
Nxθ +

cosα

R
Qθ,

Lz =
∂Qx
∂x

+
1

R

∂Qθ
∂θ

+
sinα

R
Qx −

cosα

R
Nθ,

ρt =

h/2∫

−h/2

ρ dz.

Здесь ρ и ρt — плотность и плотность на единицу длины соответственно; Nj , Mj являются силами
и моментами, которые определены соответственно следующим образом:

N = (Nx, Nθ, Nxθ)
T =

h/2∫

−h/2

(σx, σθ, σxθ)
Tdz,

M = (Mx,Mθ,Mxθ)
T =

h/2∫

−h/2

(σx, σθ, σxθ)
T zdz.

(2)

Поперечные сдвигающие силы Qx и Qθ могут быть выражены через моменты Mx, Mθ и Mxθ:

Qx =
1

R(x)

∂

∂x
[R(x)Mx]−

Mθ sinα

R(x)
+

1

R(x)

∂Mxθ

∂θ
,

Qθ =
1

R(x)

∂

∂x
[R(x)Mxθ]−

Mxθ sinα

R(x)
+

1

R(x)

∂Mθ

∂θ
.

Для тонкой конической оболочки напряжения в уравнениях (2) определяются двумерным законом
Гука как 


σx
σθ
σxθ


 =



Q11Q12 0
Q12Q22 0
0 0 Q66





ex
eθ
exθ


 . (3)

Здесь ex, eθ и exθ — соответственно растяжения в аксиальном и окружном направлениях и сдвиг на
плоскости x− θ. Жесткости Qij имеют вид

Q11 =
E

1− ν2
, Q12 =

Eν

1− ν2
,

Q22 =
E

1− ν2
, Q66 =

E

2(1 + ν)
.

(4)
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где E и ν — модуль Юнга и коэффициент Пуассона материала. Следуя первой теории приближения
Лява (Love’s), эти компоненты деформации можно определить как линейные функции координат
толщины z:

ex = e1 + zk1,

eθ = e2 + zk2,

exθ = γ + zτ,

(5)

где e1, e2 и γ — деформации срединной поверхности; k1, k2 и τ — кривизны и кручение срединной
поверхности. Деформации и кривизны срединной поверхности задаются следующим образом:

e =



e1
e2
γ


 =




∂u
∂x

1
R(x)

∂v
∂θ +

u sinα
R(x) + w cosα

R(x)

1
R(x)

∂u
∂θ +

∂v
∂x − v sinα

R(x)


 ,

k =



k1
k2
2τ


 =




−∂2w
∂x2

− 1
R2(x)

∂2w
∂θ2

+ cosα
R2(x)

∂v
∂θ − sinα∂w

R(x)∂x

2(− 1
R(x)

∂2w
∂x∂θ +

sinα
R2(x)

∂w
∂θ + cosα

R(x)
∂v
∂x − v sinα·cosα

R2(x)


 .

(6)

Подставив (3)–(6) в (2), получим результирующие силы и моменты

[
N
M

]
=

[
A 0
0 D

]
·
[
e
k

]
. (7)

Здесь Aij , Dij — жесткости растяжения и изгиба, которые определены соответственно как

Aij = Qij , i, j = 1, 2, 6;

Dij =
1

12
Qijh

3, i, j = 1, 2, 6.

Подстановка (7) в (1) приводит к cистеме

L11u+ L12v + L13w = ρh
∂2u

∂t2
,

L21u+ L22v + L23w = ρh
∂2v

∂t2
,

L33u+ L32v + L33w = ρh
∂2w

∂t2
,

(8)

где

L11 = A11
∂2

∂x2
+
A11 · sinα
R(x)

· ∂
∂x

− A22 · sin2 α
R2(x)

+
A66

R2(x)
· ∂

2

∂θ2
,

L12 =
(A12 +A66)

R(x)

∂2

∂x∂θ
− (A22 +A66) · sinα

R2(x)
· ∂
∂θ
,

L13 =
A12 · cosα
R(x)

· ∂
∂x

− A22 · sinα · cosα
R2(x)

,

L21 =
(A12 +A66)

R(x)

∂2

∂x∂θ
+

(A22 +A66) · sinα
R2(x)

· ∂
∂θ
,

L22 = A66

[
∂2

∂x2
+

sinα

R(x)
· ∂
∂x

− sin2 α

R2(x)

]
+

(
A22

R2(x)
+
D22 cos

2 α

R4(x)

)
∂2

∂θ2
+

+
2D66 cos

2 α

R2(x)

[
∂2

∂x2
− 2 sinα

R(x)
· ∂
∂x

+
2 sin2 α

R2(x)

]
,
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L23 =

(
A22 · cosα
R2(x)

− 4D66 · cosα · sin2 α
R4(x)

)
∂

∂θ
− D22 · cosα

R4(x)

∂3

∂θ3
−

− (D22 − 4D66) · sinα · cosα
R3(x)

θ2

∂x∂θ
− (D12 + 2D66) cosα

R2

∂3

∂x2∂θ
,

L31 = −A12 · cosα
R(x)

∂

∂x
− A22 · sinα cosα

R2(x)
,

L32 = −
(
A22 · cosα
R2(x)

− (2D12 + 2D22 + 8D66) cosα · sin2 α
R4(x)

)
∂

∂θ
+
D22 cosα

R4(x)

∂3

∂θ3
+

+
(D12 + 4D66) cosα

R2(x)

∂3

∂x2∂θ
− (D22 + 2D12 + 8D66) sinα · cosα

R3(x)

∂2

∂x∂θ
,

L33 = −A22 · cos2 α
R2(x)

−D11
∂4

∂x4
− 2(D12 + 2D66)

R2(x)
· ∂4

∂x2∂θ2
− D22

R4(x)

∂4

∂θ4
− 2D11 sinα

R(x)

∂3

∂x3
+

+
2(D12 + 4D66) sinα

R3(x)
· ∂3

∂x∂θ2
+
D22 sin

2 α

R2(x)

∂2

∂x2
− 2(D12 +D22 + 4D66) sin

2 α

R4(x)
· ∂

2

∂θ2
− D22 sin

3 α

R3(x)

∂

∂x
.

Выражение для полей смещения тонкой конической оболочки с общими граничными условиями
имеет вид

u = U(x) · cos(nθ) · cos(ωt),
v = V (x) · sin(nθ) · cos(ωt),
w =W (x) · cos(nθ) · cos(ωt).

(9)

Подстановка (9) в (8) дает итоговые уравнения, которые могут быть переписаны так:

S110U + S111U
(1) + S112U

(2) + S120V + S121V
(1) + S130W + S131W

(1) = −ρhω2U, (10)

S210U + S211U
(1) + S220V + S221V

(1) + S222V
(2) + S230W + S231W

(1) + S232W
(2) = −ρhω2V,

S310U + S311U
(1) + S320V + S321V

(1) + S322V
(2) + S330W + S331W

(1) + S332W
(2) + S333W

(3)+

+S334W
(4) = −ρhω2V,

где U (i), V (i), W (i) обозначают i-е производные по U , V и W ; Sijk — постоянные коэффициенты,
определенные в приложении к статье [2]. Эта форма записи итоговых уравнений идеально подходит
для применения метода без насыщения. Ниже рассматриваются следующие два типа граничных
условий.

Свободно опертый край (SS):

V = 0, W = 0, Nx = 0, Mx = 0. (11)

Используя уравнения (6) и (7), уравнение (11) можно упростить:

V = 0, W = 0,

A12 sinα

R
U +A11U

(1) = 0,

D12 sinα

R
W (1) +D11W

(2) = 0.

(12)

Защемленный край (CC):

V = 0, W = 0, U = 0, W (1) = 0. (13)

Из (12) и (13) видно, что есть два граничных условия для W и одно условие для U и V на
каждом краю.

Отметим, что конкретный вид коэффициентов Sijk приведен в приложении к статье [2].
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2. Численный пример. Рассмотрим простые собственные частоты (n = 0). Тогда уравне-
ние (10) выпадает и, если ввести безразмерные значения

λ =
(1− ν2)ρ

E
R2

2ω
2, Û =

U

R2
, Ŵ =

W

R2
, ĥ =

h

R2
, R̂ =

R

R2
, x̂ =

x

R2
, L̂ =

L

R2
,

получим задачу на собственные значения в виде системы двух обыкновенных дифференциальных
уравнений:

Ŝ110Û + Ŝ111U
(1) + U (2) + Ŝ130Ŵ + Ŝ131W

(1) = −λÛ, (14)

Ŝ310Û + Ŝ311U
(1) + Ŝ330Ŵ + Ŝ331Ŵ

(1) + Ŝ332Ŵ
(2) + Ŝ333Ŵ

(3) + Ŝ334Ŵ
(4) = −λŴ , (15)

где

Ŝ110 = −sin2 α

R̂2
, Ŝ111 =

sinα

R̂
, Ŝ130 = −sinα cosα

R̂2
, Ŝ131 = v

cosα

R̂
,

Ŝ310 = −sinα cosα

R̂2
, Ŝ311 = −v cosα

R̂
, Ŝ330 = −cos2 α

R̂2
, Ŝ331 = − 1

12
ĥ2

sin3 α

R̂3
,

Ŝ332 =
1

12
ĥ2

sin2 α

R̂2
, Ŝ333 = −1

6
ĥ2

sinα

R̂
, Ŝ334 = − 1

12
ĥ2.

Результаты работы [2] приведены там в табл. 1 и 2. В настоящей работе получены следующие

собственные значения при n = 0, где M — число узлов, L̂ — длина образующей оболочки конуса.

При M = 5, L̂ = 0.71 имеем собственные значения 0.70455744576E + 00; 0.76972078476E + 00;
0.87046790728E + 00; 0.10391854512E + 01; 0.13483075620E + 01.

При M = 10, L̂ = 0.71 имеем собственные значения 0.70528674601E +00; 0.73642209176E + 00;
0.78866932025E + 00; 0.84250942330E + 00; 0.91815312031E + 00.

3. Описание алгоритма. Для дискретизации уравнений (14), (15) применим интерполяцию
многочленами. Если u(x) — интерполируемая функция, то полагаем

u(x) =

M∑

j=1

lj(x)uj , uj = u(xj), j = 1, 2, . . . ,M, (16)

где lj(x) — фундаментальные функции интерполяции; lj(xi) = δij , lj(x) удовлетворяют рассмат-
риваемым краевым условиям; xj — узлы интерполяции по x. Заметим, что с целью минимизации
константы Лебега интерполяции используется неравномерная сетка по x (см. [3]). Применяемая дис-
кретизация многочленами по пространственной переменной реагирует на гладкость отыскиваемого
решения, и ее точность тем выше, чем бо́льшим условиям гладкости удовлетворяет решение (по x),
причем априори эту гладкость знать не нужно, метод сам настроится на нее [4, с. 235].

Дифференцируя интерполяционную формулу (16) p раз по x, получим

u(p)(x) =

M∑

j=1

l
(p)
j (x)uj , uj = u(xj), j = 1, 2, . . . ,M,

тогда

u(p)(x) ≈
M∑

j=1

D
(p)
ij uj , D

(p)
ij = l

(p)
j (xi), i, j = 1, 2, . . . ,M. (17)

В результате теоретического исследования численного дифференцирования (см. [5]) установле-
но, что эта задача некорректная. Авторами проведено экспериментальное исследование формулы
(17) на бесконечно дифференцируемых функциях.

Получено, что для p = 1, 2, 3, 4 при M 6 50 точность численного дифференцирования приемле-
ма. Отметим, что для рассматриваемой задачи достаточно не более 20 узлов.

Дискретная задача на собственные значения получается из (14), (15) заменой производных по

u и w соответствующей матрицей D(p), где p — порядок производной.
4. Выводы. Разработана методика численного расчета собственных колебаний изотропной ко-

нической оболочки с краевыми условиями защемления. Сходимость проверялась экспериментально
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сравнением расчетов на двух сетках с числом узлов 5 и 10, в первом собственном значении рас-
хождение — в четвертом знаке после запятой, что достигается применением современного метода
без насыщения, идеи которого принадлежат К. И. Бабенко [4] и который разработан первым ав-
тором [3]. Таким образом, надежность применяемой методики не вызывает сомнений. Проводилось
сравнение с известными результатами, вследствие чего было установлено, что в табл. 1 из [2] пере-
путаны граничные условия. В расчетах авторов настоящей работы на разных сетках наблюдается
сходимость, совпадение с расчетами при граничных условиях SS–SS, а не C–C. В табл. 2 из [2] при
n = 0 определено не первое собственное значение, а третье или четвертое (на сетке при M = 5 —
третье, а при M = 10 — четвертое, более достоверный расчет — при M = 10).
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НЕОБХОДИМЫЕ УСЛОВИЯ СУЩЕСТВОВАНИЯ ДОПОЛНИТЕЛЬНОГО
ИНТЕГРАЛА В ЗАДАЧЕ О ДВИЖЕНИИ В ПОТОКЕ ЧАСТИЦ

ТВЕРДОГО ТЕЛА С НЕПОДВИЖНОЙ ТОЧКОЙ,
ОГРАНИЧЕННОГО ПОВЕРХНОСТЬЮ ЭЛЛИПСОИДА ВРАЩЕНИЯ

М. М. Гаджиев1, А. С. Кулешов2

Рассматривается задача о движении в свободном молекулярном потоке частиц твердо-
го тела с неподвижной точкой, ограниченного поверхностью эллипсоида вращения. Полу-
чены необходимые условия существования в этом случае дополнительного аналитического
первого интеграла, независимого с интегралом энергии.
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The problem of motion in a free molecular flow of particles of a rigid body with a fixed
point bounded by the surface of an ellipsoid of revolution is considered. Necessary conditions
for the existence of an additional analytic first integral independent of the energy integral are
obtained in this problem.
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1. Введение. Теорема об отсутствии аналитических интегралов вблизи положений
равновесия гамильтоновых систем. Рассмотрим систему канонических уравнений
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, i = 1, . . . , n, n > 2, (1)
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