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УТОЧНЕНИЕ СООТНОШЕНИЙ МЕЖДУ МОДУЛЯМИ ГЛАДКОСТИ

М. К. Потапов 1, Б. В. Симонов2

В работе получены уточнения некоторых соотношений между модулями гладкости
функций одного переменного. Показана их точность.
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Improvements of some interrelations between mixed fractional moduli of smoothness of
functions of one variable are obtained. Their sharpness is proved.
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1. Обозначения и формулировка основных результатов. Введем обозначения:
Lp, 1 6 p 6 ∞, — пространство измеримых 2π-периодических функций f(x) одного перемен-

ного, для которых ‖f‖p < ∞, где ‖f‖p =

(
2π∫
0

|f(x)|pdx
) 1

p

, если 1 6 p < ∞, и ‖f‖p = sup vrai
06x62π

|f(x)|,
если p = ∞;

L0
p — множество функций f ∈ Lp, 1 6 p 6 ∞, таких, что

2π∫
0

f(x)dx = 0;

σ(f) — ряд Фурье функции f(x), т.е.

σ(f) ≡ σ(f, x) =
a0
2

+
∞∑

k=1

(ak cos kx+ bk sin kx) =
∞∑

k=0

Ak(x),

где через ak и bk обозначены коэффициенты Фурье функции f :

a0 =
1
π

π∫
−π

f(x)dx, ak =
1
π

π∫
−π

f(x) cos kxdx, k ∈ N, bk =
1
π

π∫
−π

f(x) sin kxdx, k ∈ N;
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f (ρ)(x) — производная в смысле Вейля порядка ρ (ρ > 0) функции f(x) (см. [1, т. 2, с. 201]);

Tn(x) =
n∑
ν=0

(
aν cos νx+ bν sin νx

)
— тригонометрический полином порядка не выше n;

En(f)p = inf
Tn(x)

||f(x) − Tn(x)||p — наилучшее приближение функции f(x) ∈ Lp при помощи

тригонометрических полиномов порядка не выше n в метрике Lp;
Sn(f) — частичная сумма ряда Фурье функции f(x);

V0(f) = S0(f), Vn(f) =
Sn(f)+...+S2n−1(f)

n (n = 1, 2, . . .) — сумма Валле-Пуссена функции f(x);
ωα(f, t)p — модуль гладкости функции f(x) ∈ Lp порядка α(α > 0) в метрике Lp, т.е.

ωα(f, t)p = sup
|h|6t

∥∥∥
∞∑

ν=0

(−1)ν (αν ) f(x+ (α− ν)h)
∥∥∥
p
,

где (αν ) = 1 для ν = 0, (αν ) = α для ν = 1, (αν ) =
α(α−1)...(α−ν+1)

ν! для ν > 2;
[a] — целая часть числа a.
Для неотрицательных функционалов F (f, δ) и G(f, δ) будем писать F (f, δ) ≪ G(f, δ), если

существует положительная постоянная C, не зависящая от f и δ, такая, что F (f, δ) 6 CG(f, δ).
Если одновременно F (f, δ) ≪ G(f, δ) и G(f, δ) ≪ F (f, δ), то будем писать F (f, δ) ≍ G(f, δ).

Известны [2–4] следующие соотношения между модулями гладкости. Пусть f ∈ L0
p, α > 0, δ ∈

(0, 1). Тогда
а) при 1 < p < q <∞

ωα(f, δ)q ≪
( δ∫

0

(
t−

1
p
+ 1

qωα+ 1
p
− 1

q
(f, t)p

)q dt
t

) 1
q

;

б) при 1 = p < q = ∞

ωα(f, δ)q ≪
δ∫

0

t−
1
p
+ 1

qωα+ 1
p
− 1

q
(f, t)p

dt

t
;

в) при 1 = p < q <∞

ωα(f, δ)q ≪
( δ∫

0

(
t
− 1

p
+ 1

qωα+ 1
p
− 1

q
(f, t)p

)q
log2

2

t

dt

t

) 1
q

;

г) при 1 < p < q = ∞

ωα(f, δ)q ≪
δ∫

0

t−
1
p
+ 1

qωα+ 1
p
− 1

q
(f, t)p(log2

2

t
)1−

1
p
dt

t
.

В работе [5] утверждения в и г были уточнены при помощи интерполяционного метода.
В настоящей работе приведено доказательство этих уточнений другим методом, показана их

точность, доказано, что они действительно уточняют утверждения в и г. Сформулируем основные
результаты.

Теорема 1. Пусть f ∈ L0
p, 1 = p < q < ∞, α > 0, δ ∈ (0, 1). Тогда имеют место следующие

утверждения.
1. Справедливо неравенство

ωα(f, δ)q ≪
( δ(log2

2
δ
)

1
αq∫

0

(
t
−1+ 1

qωα+1− 1
q
(f, t)1

)q dt
t

) 1
q

. (1)

В соотношении (1), вообще говоря, нельзя заменить знак ≪ на знак ≍ .
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2. Неравенство (1) точно в том смысле, что для любого α1 > α существует функция f1 ∈ L0
p,

такая, что

A1(f1, δ) =
ωα(f1, δ)q

(
δ(log2

2
δ
)

1
αq∫

0

[
t
−1+ 1

qωα1+1− 1
q
(f1, t)1

]q
dt
t

) 1
q

→ ∞ при δ → 0.

3. Неравенство (1) точно также в следующем смысле:

для любой функции ζ(t), положительной, слабо колеблющейся на (0, 1) и такой, что ζ(t) =
¯̄o
(
log2

2
t

)
при t→ 0, существует функция f2(x), такая, что

A2(f2, δ) =
ωα(f2, δ)q

(
δ(ζ(δ))

1
αq∫

0

[
t−1+ 1

qωα+1− 1
q
(f2, t)1

]q
dt
t

) 1
q

→ ∞ при δ → 0.

4, a. Справедливо неравенство

( δ(log2
2
δ
)

1
αq∫

0

(
t−1+ 1

qωα+1− 1
q
(f, t)1

)q dt
t

) 1
q

≪
( δ∫

0

(
t−1+ 1

qωα+1− 1
q
(f, t)1

)q
log2

2

t

dt

t

) 1
q

, (2)

при этом в соотношении (2), вообще говоря, нельзя заменить знак ≪ на знак ≍ .
4, б. Из неравенства (1) следует утверждение в.

Замечание 1. Подчеркнем, что неравенство (1) и утверждение 4, б теоремы 1 доказаны ранее
в работе [5].

Теорема 2. Пусть f ∈ L0
p, 1 < p < q = ∞, 1p + 1

p′ = 1, α > 0, δ ∈ (0, 1). Тогда справедливы

следующие утверждения.

1. Имеет место неравенство

ωα(f, δ)∞ ≪
δ(log2

2
δ
)

1
αp′∫

0

t
− 1

pωα+ 1
p
(f, t)p

dt

t
. (3)

В соотношении (3), вообще говоря, нельзя заменить знак ≪ на знак ≍ .
2. Неравенство (3) точно в том смысле, что для любого α1 > α существует функция f3 ∈ L0

p,
такая, что

A3(f3, δ) =
ωα(f3, δ)∞

δ(log2
2
δ
)

1
αp′∫

0

t
− 1

pωα1+
1
p
(f3, t)p

dt
t

→ ∞ при δ → 0.

3. Неравенство (3) точно также в следующем смысле:
для любой функции ζ(t), положительной, слабо колеблющейся на (0, 1) и такой, что ζ(t) =

¯̄o
(
log2

2
t

) 1
p′ при t→ 0, существует функция f4(x), такая, что

A4(f4, δ) =
ωα(f4, δ)∞

δ(ζ(δ))
1
α∫

0

t
− 1

pωα+ 1
p
(f4, t)p

dt
t

→ ∞ при δ → 0.

4, a. Справедливо неравенство

δ(log2
2
δ
)

1
αp′∫

0

t
− 1

pωα+ 1
p
(f, t)p

dt

t
≪

δ∫

0

t
− 1

pωα+ 1
p
(f, t)p

(
log2

2

t

)1− 1
p dt

t
, (4)

при этом в соотношении (4), вообще говоря, нельзя заменить знак ≪ на знак ≍ .
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4, б. Из неравенства (3) следует утверждение г.

Замечание 2. Подчеркнем, что неравенство (3) и утверждение 4, б теоремы 2 доказаны ранее
в работе [5].

2. Вспомогательные утверждения.
Лемма 1 [6, 7]. Пусть f ∈ L0

p, 1 6 p 6 ∞, α > 0, n ∈ N. Тогда

ωα

(
f,

1

n

)
p
≍ n−α‖V (α)

n (f)‖p + ‖f − Vn(f)‖p.

Лемма 2 [8]. Пусть f ∈ Lp, 1 6 p 6 ∞, n ∈ N ∪ {0}. Тогда

(а) ‖Vn(f)‖p ≪ ‖f‖p;

(б) ‖f − Vn(f)‖p ≪ En(f)p.

Лемма 3 [9] (неравенство Юнга). Пусть p, q, r — вещественные числа, удовлетворяющие усло-
виям

1 6 p 6 q 6 ∞, 1− 1

p
+

1

q
=

1

r
.

Пусть f(x) и K(x) — функции одной переменной, заданные на E1, причем f ∈ Lp(E
1), K ∈

Lr(E
1),

J(x) =

∫

E1

f(y)K(y − x)dy.

Тогда
‖J‖q 6 ‖K‖r‖f‖p.

Лемма 4 [8] (неравенство Гёльдера). Пусть p ∈ [1,∞), 1p +
1
p′ = 1, где p′ = ∞, если p = 1. Тогда

b∫

a

f(x)g(x)dx 6

( b∫

a

|f(x)|pdx
) 1

p
( b∫

a

|g(x)|p′dx
) 1

p′

.

Лемма 5 [8]. (а). Пусть f ∈ L0
p, 1 6 p < q 6 ∞, n ∈ N. Тогда

En−1(f)q ≪ En−1(f)pn
1
p
− 1

q +
∞∑

ν=n

ν
1
p
− 1

q
−1Eν(f)p.

(б). Пусть f ∈ L0
p, 1 6 p < q <∞, n ∈ N. Тогда

En−1(f)q ≪ En−1(f)pn
1
p
− 1

q +

( ∞∑

ν=n

ν
( 1
p
− 1

q
)q−1

Eqν(f)p

) 1
q

.

Будем писать f ∈ Mp, если f ∈ L0
p; σ(f) =

∞∑
k=1

akψ(kx), где ψ(x) = cos x или ψ(x) = sinx и

коэффициенты ak удовлетворяют условиям ak → 0 при k → ∞ и ak > ak+1 для любого k ∈ N.
Отметим, что из этих условий следует, что ak > 0 для любого k ∈ N.

Лемма 6 [8]. Пусть f ∈Mp, f
(r) ∈ L0

p, 1 < p <∞, r > 0, n ∈ N. Тогда

‖f (r)‖p ≍
( ∞∑

k=1

apkk
(r+1)p−2

) 1
p
.

Лемма 7 [8]. Пусть f ∈ L0
p, 1 < p < ∞. Пусть f̃(x) — функция, сопряженная с функцией

f(x). Тогда σ(f̃) ≡
∞∑
ν=1

(aν sin νx− bν cos νx), f̃ ∈ L0
p и

‖f̃‖p ≪ ‖f‖p.
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Лемма 8 [8]. Пусть Tn(x) =
n∑
k=1

(ak cos kx+ bk sin kx) — тригонометрический полином порядка

не выше n (n ∈ N), 1 6 p 6 ∞, α > 0. Тогда

‖T (α)
n ‖p ≪ nα‖Tn‖p.

Лемма 9. Пусть α > 0, 1 6 r <∞, β > 0. Рассмотрим функцию

f(x) =

∞∑

ν=0

1

2να
cos 2νx.

Тогда
ωα+β(f, δ)r ≍ δα.

Доказательство. Для каждого δ ∈ (0, 1) существует целое неотрицательное число n, такое,

что 1
2n+1 6 δ < 1

2n . Тогда имеем ωα+β(f, δ)r ≍ ωα+β

(
f, 1

2n

)
r
.

Так как
∞∑
ν=0

1
2να cos 2νx 6

∞∑
ν=0

1
2να < ∞, то ряд

∞∑
ν=0

1
2να cos 2νx сходится равномерно и, применяя

лемму 1.2.21 из [8], получаем, что этот ряд есть σ(f). В силу леммы 1 будем иметь

ωα+β(f, δ)r ≍
1

2n(α+β)
‖V (α+β)

2n (f)‖r + ‖f − V2n(f)‖r.

Функции V
(α+1− 1

q
)

2n (f) и f − V2n(f) удовлетворяют условиям леммы 1.2.22 из [8]. Используя лем-
му 1.2.22 из [8], получаем

ωα+β(f, δ)r ≍
1

2n(α+β)

(
n∑

ν=0

22(α+β)ν

22αν

) 1
2

+

( ∞∑

ν=n+1

1

22αν

) 1
2

≍ 1

2nα
≍ δα,

что и требовалось доказать.
Лемма 10. Пусть α > 0, 1 < p <∞, β > 0. Рассмотрим функцию

f(x) =

∞∑

k=1

cos kx

kα+1
, если α 6= 2l + 1, l ∈ N,

f(x) =
∞∑

k=1

sin kx

kα+1
, если α = 2l + 1, l ∈ N.

Тогда

ωα+ 1
p

(
f, δ
)
p
≪ δ

α+ 1
p

(
log2

2

δ

) 1
p

, ωα(f, δ)∞ ≫ δα log2
2

δ
.

Доказательство. Применяя теорему 3.4.2 из [8], заключаем, что

ωα+ 1
p

(
f,

1

n

)

p

≍ 1

nα+
1
p

(
n∑

k=1

k(α+
1
p
+1)p−2

k(α+1)p

) 1
p

+

( ∞∑

k=n+1

kp−2

k(α+1)p

) 1
p

≍ 1

nα+
1
p

(
n∑

k=1

1

k

) 1
p

+

+

( ∞∑

k=n+1

1

kαp+2

) 1
p

≍ 1

n
α+ 1

p

(
log2(n+ 1)

) 1
p +

1

n
α+ 1

p

≪ n−(α+ 1
p
)( log2(n+ 1)

) 1
p .

Для любого δ ∈ (0, 1) существует натуральное число n, такое, что 1
n+1 6 δ < 1

n , поэтому

ωα+ 1
p

(
f, δ
)
p
≪ ωα+ 1

p

(
f,

1

n

)

p

≪ n
−(α+ 1

p
)(
log2(n+ 1)

) 1
p ≪ δ

α+ 1
p

(
log2

2

δ

) 1
p

.
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Так как

σ(f (α)(x)) = cos
πα

2

∞∑

k=1

ψ(kx)

k
− sin

πα

2

∞∑

k=1

ψ̃(kx)

k
,

где ψ(x) = cos x и ψ̃(x) = sinx при α 6= 2l + 1 и ψ(x) = sinx и ψ̃(x) = − cos x при α = 2l + 1, то,
применяя теорему 3.4.2 из [6], имеем

ωα(f, δ)∞ ≫ ωα

(
f,

1

n

)

∞
≫ 1

nα
‖V (α)

n (f)‖∞ ≫ 1

nα
‖Vn(f (α))‖∞ ≫ 1

nα
|Vn(f (α), 0)| ≫

≫ 1

nα

2n−1∑

k=1

λk
k

≫ 1

nα

n∑

k=1

1

k
≫ log2(n+ 1)

nα
≫ δα log2

2

δ
.

Лемма 10 доказана.
3. Доказательство пункта 1 теоремы 1. Для любого δ ∈ (0, 12) существует натуральное

число n, такое, что 1
2n+1 6 δ < 1

2n . Тогда в силу свойства модуля гладкости имеем J = ωα(f, δ)q ≪

ωα

(
f, 1

2n+1

)

q

. Применяя лемму 1, находим

J ≪ 2−α(n+1)‖V (α)
2n+1(f)‖q + ‖f − V2n+1(f)‖q 6

6 2−α(n+1)‖V (α)[
2n+1

n
1
αq

](f)‖q + 2−α(n+1)‖V (α)
2n+1(f)− V

(α)[
2n+1

n
1
αq

](f)‖q + ‖f − V2n+1(f)‖q.

Согласно лемме 8 будем иметь

J ≪ 2−α(n+1)‖V (α)[
2n+1

n
1
αq

](f)‖q + 2−α(n+1)2(n+1)α‖V2n+1(f)− V[ 2n+1

n
1
αq

]‖q + ‖f − V2n+1(f)‖q 6

6 2−α(n+1)‖V (α)[
2n+1

n
1
αq

](f)‖q + ‖f − V2n+1(f)‖q + ‖f − V[ 2n+1

n
1
αq

]‖q + ‖f − V2n+1(f)‖q ≪

≪ 2−α(n+1)‖V (α)[
2n+1

n
1
αq

](f)‖q + ‖f − V[ 2n+1

n
1
αq

]‖q = J1 + J2.

Используя леммы 2; 5, (б) и лемму 1, получаем

J2 ≪ E[ 2n+1

n
1
αq

](f)q ≪
[2n+1

n
1
αq

]
E[ 2n+1

n
1
αq

](f)1 +
( ∞∑

ν=
[
2n+1

n
1
αq

]
+1

ν(1−
1
q
)q−1Eqν(f)1

) 1
q ≪

≪
(

1[
2n+1

n
1
αq

]
∫

0

(
t−1+ 1

qωα+1− 1
q
(f, t)1

)q dt
t

) 1
q

≪
( δ
(
log2

2
δ

) 1
αq

∫

0

(
t−1+ 1

qωα+1− 1
q
(f, t)1

)q dt
t

)1
q

.

Теперь оценим J1. Так как f ∈ L0
q, то V

(α)[
2n+1

n
1
αq

](f) =
2·
[
2n+1

n
1
αq

]
−1

∑
ν=1

cν(x), где cν(x) = λνAν(f) и

λν =





1, если 1 6 ν 6
[
2n+1

n
1
αq

]
;

2− ν[
2n+1

n
1
αq

] , если
[
2n+1

n
1
αq

]
+ 1 6 ν 6 2 ·

[
2n+1

n
1
αq

]
− 1.
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Обозначим

(V
(α)[
2n+1

n
1
αq

](f))∗(1−
1
q
)
=

2·
[
2n+1

n
1
αq

]
−1

∑

ν=1

cν(x)ν
1− 1

q .

Из определения дробной производной имеем

V
(α+1− 1

q
)[

2n+1

n
1
αq

] (f) = cos
(1− 1

q )π

2
(V

(α)[
2n+1

n
1
αq

](f))∗(1−
1
q
) − sin

(1− 1
q )π

2

˜
(V

(α)[
2n+1

n
1
αq

](f))
∗(1− 1

q
)

,

где
˜
V

(α)[
2n+1

n
1
αq

](f) есть функция, сопряженная с функцией V
(α)[
2n+1

n
1
αq

](f).

Можно проверить, что

2π∫

0

V
(α+1− 1

q
)[

2n+1

n
1
αq

] (f, t)K[ 2n+1

n
1
αq

](x− t)dt = cos
(1− 1

q )π

2
V

(α)[
2n+1

n
1
αq

](f)− sin
(1− 1

q )π

2

˜
(V

(α)[
2n+1

n
1
αq

](f)),

где

K[ 2n+1

n
1
αq

](t) =

2·
[
2n+1

n
1
αq

]
−1

∑

µ=1

µ−1+ 1
q cosµt.

Так как

V (α)
n (f) = cos

(1− 1
q )π

2

(
cos

(1− 1
q )π

2
V (α)
n (f)− sin

(1− 1
q )π

2

˜
V

(α)
n (f)

)
+

+sin
(1− 1

q )π

2

(
sin

(1− 1
q )π

2
V (α)
n (f) + cos

(1− 1
q )π

2

˜
V

(α)
n (f)

)
,

то, применяя лемму 7, будем иметь

‖V (α)
n (f)‖q ≪ ‖ cos

(1− 1
q )π

2
V (α)
n (f)− sin

(1− 1
q )π

2

˜
V

(α)
n (f)‖q+

+‖ sin
(1− 1

q )π

2
V (α)
n (f) + cos

(1− 1
q )π

2

˜
V

(α)
n (f)‖q ≪ ‖ cos

(1− 1
q )π

2
V (α)
n (f)− sin

(1− 1
q )π

2
Ṽ

(α)
n (f)‖q+

+‖ sin
(1− 1

q )π

2

˜
V

(α)
n (f) + cos

(1− 1
q )π

2

˜̃
V

(α)
n (f)‖q = ‖ cos

(1− 1
q )π

2
V (α)
n (f)− sin

(1− 1
q )π

2

˜
V

(α)
n (f)‖q+

+‖ sin
(1− 1

q )π

2

˜
V

(α)
n (f)− cos

(1− 1
q )π

2
V (α)
n (f)‖q ≪ ‖ cos

(1− 1
q )π

2
V (α)
n (f)− sin

(1− 1
q )π

2

˜
V

(α)
n (f)‖q.

С другой стороны, вновь применяя лемму 7, получим

‖ cos
(1− 1

q )π

2
V (α)
n (f)− sin

(1− 1
q )π

2

˜
V

(α)
n (f)‖q ≪ ‖V (α)

n (f)‖q + ‖ ˜
V

(α)
n (f)‖q ≪ ‖V (α)

n ‖q.

Таким образом, мы показали, что

‖V (α)
n (f)‖q ≍ ‖ cos

(1− 1
q )π

2
V (α)
n (f)− sin

(1− 1
q )π

2
Ṽn(f)

(α)
(f)‖q.

Используя неравенство Юнга (лемма 3), заключаем, что

‖V (α)[
2n+1

n
1
αq

](f)‖q ≪ ‖ cos
(1− 1

q )π

2
V

(α)[
2n+1

n
1
αq

](f)− sin
(1− 1

q )π

2
Ṽ

(α)[
2n+1

n
1
αq

](f)‖q =

9 ВМУ, математика, механика, №2
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= ‖
2π∫

0

V
(α+1− 1

q
)[

2n+1

n
1
αq

] (f, t)K[ 2n+1

n
1
αq

](x− t)dt‖q 6 ‖V (α+1− 1
q
)[

2n+1

n

1
αp′

] (f)‖1 · ‖K[ 2n+1

n
1
αq

]‖q. (5)

В силу леммы 6 будем иметь

‖K[ 2n+1

n
1
αq

]‖q ≪
( 2·
[
2n+1

n
1
αq

]
−1

∑

µ=1

(
µ−1+ 1

q
)q
µq−2

) 1
q

=

( 2·
[
2n+1

n
1
αq

]
−1

∑

µ=1

µ−1

) 1
q

≪
(
log2

[2n+1

n
1
αq

]) 1
q ≪ n

1
q .

Подставляя эти оценки в неравенство (5), получаем

J1 ≪ 2−α(n+1)n
1
q ‖V (α+1− 1

q
)[

2n+1

n
1
αq

] (f)‖1.

Далее, учитывая лемму 1, находим

J1 ≪ 2−α(n+1)n
1
q ‖V (α+1− 1

q
)[

2n+1

n
1
αq

] (f)‖1 ≪ ‖V (α+1− 1
q
)[

2n+1

n
1
αq

] (f)‖1
(

1[
2n+1

n
1
αq

]
∫

1
2n+1

tαq
dt

t

) 1
q

≪

≪
[2n+1

n
1
αq

]α+1− 1
qωα+1− 1

q
(f,

1[
2n+1

n
1
αq

])1
(

1[
2n+1

n
1
αq

]
∫

1
2n+1

tαq
dt

t

)1
q

.

На основании свойств дробного модуля гладкости заключаем, что

J1 ≪
(

1[
2n+1

n
1
αq

]
∫

0

(
t−1+ 1

qωα+1− 1
q
(f, t)1

)q dt
t

) 1
q

≪
( δ
(
log2

2
δ

) 1
αq

∫

0

(
t−1+ 1

qωα+1− 1
q
(f, t)1

)q dt
t

) 1
q

.

Используя оценки для J1 и J2, получаем тем самым, что неравенство (1) доказано.
Рассмотрим функцию f1(x) = sinx. Как показано в § 4.1 (см. соотношение (4.1.8)) работы [8],

ωα(f1, δ)q ≍ δα, ωα+1− 1
q
(f1, δ)1 ≍ δα+1− 1

q . Но тогда

( δ(log2
2
δ
)

1
αq∫

0

(
t
−1+ 1

qωα+1− 1
q
(f1, t)1

)q dt
t

) 1
q

≍
( δ(log2

2
δ
)

1
αq∫

0

(
t
−1+ 1

q t
α+1− 1

q
)q dt
t

) 1
q

≍ δα(log2
2

δ
)
1
q .

Таким образом, для функции f1(x) правая и левая части соотношения (1) имеют разные порядки
как функции переменной δ, что и означает, что в соотношении (1), вообще говоря, нельзя знак ≪
заменить знаком ≍ .

4. Доказательство пункта 2 теоремы 1. Рассмотрим функцию f1(x) = sinx. Тогда

A1(f1, δ) =
ωα(f1, δ)q

(
δ(log2

2
δ
)

1
αq∫

0

[
t−1+ 1

qωα1+1− 1
q
(f1, t)1

]q
dt
t

) 1
q

≍ δα

δα1(log2
2
δ )

α1
αq

→ ∞ при δ → 0.

Таким образом, для функции f1(x) в соотношении (1), вообще говоря, нельзя заменить α на
α1 > α.
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5.Доказательство пункта3 теоремы1. Рассмотримфункцию f2(x),такую,что f
(α+1− 1

q
)

2 (x)=
∞∑
k=1

ak cos kx, где последовательность {ak} удовлетворяет условиям леммы 1.2.23 из [8] для ck =

(
ζ( 1

k
)

log2(k+1)

) 1
2q

. Применяя лемму 1.2.19 из [8], получим f
(α+1− 1

q
)

2 ∈ L1. На основании леммы 2.3.4 из

[8] заключаем, что

ωα+1− 1
q
(f2, δ)1 ≪ δ

α+1− 1
q ‖f (α+1− 1

q
)

2 ‖1.

Но тогда

( δ(ζ(δ))
1
αq∫

0

[
t
−1+ 1

qωα+1− 1
q
(f2, t)1

]q dt
t

) 1
q

≪

≪
( δ(ζ(δ))

1
αq∫

δ

tαq
[
t−(α+1− 1

q
)ωα+1− 1

q
(f2, t)1

]q dt
t

) 1
q

+

( δ∫

0

[
t−1+ 1

qωα+1− 1
q
(f2, t)1

]q dt
t

) 1
q

≪

≪ δ
−(α+1− 1

q
)
ωα+1− 1

q
(f2, δ)1

( δ(ζ(δ))
1
αq∫

δ

tαq
dt

t

) 1
q

+

( δ∫

0

[
t
−1+ 1

qωα+1− 1
q
(f2, t)1

]q dt
t

) 1
q

≪

≪ δα
(
ζ(δ)

) 1
q +

( δ∫

0

[
tα
]q dt
t

) 1
q

≪ δα
(
ζ(δ)

) 1
q + δα ≪ δα

(
ζ(δ)

) 1
q .

В [8, с. 105] показано, что ωα(f2, δ)q ≫ δα
(
log2

2
δ

) 1
q

(
ζ(δ)

log2
2
δ

) 1
2q

. Но тогда

A2(f2, δ) ≫
(
log2

2
δ

ζ(δ)

) 1
q
(
ζ(δ)

log2
2
δ

) 1
2q

=

(
log2

2
δ

ζ(δ)

) 1
2q

.

Откуда следует, что A2(f2, δ) → ∞ при δ → 0.
6. Доказательство пункта 4 теоремы 1.
6, а. Применяя свойства модуля гладкости, будем иметь

( δ(log2
2
δ
)

1
αq∫

0

(
t
−1+ 1

qωα+1− 1
q
(f, t)1

)q dt
t

) 1
q

=

=

( δ∫

0

(
t
−1+ 1

qωα+1− 1
q
(f, t)1

)q dt
t
+

δ(log2
2
δ
)

1
αq∫

δ

(
tαt

−(α+1− 1
q
)
ωα+1− 1

q
(f, t)1

)q dt
t

) 1
q

≪

≪
( δ∫

0

(
t
−1+ 1

qωα+1− 1
q
(f, t)1

)q dt
t
+ δ

−q(α+1− 1
q
)
ωq
α+1− 1

q

(f, δ)1

δ(log2
2
δ
)

1
αq∫

δ

tαq
dt

t

) 1
q

≪

≪
( δ∫

0

(
t
−1+ 1

qωα+1− 1
q
(f, t)1

)q dt
t
+ ωα+1− 1

q
(f, δ)1δ

−q(1− 1
q
)
log2

2

δ

) 1
q

≪

10 ВМУ, математика, механика, №2
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≪
( δ∫

0

(
t−1+ 1

q
(
log2

2

t

) 1
qωα+1− 1

q
(f, t)1

)q dt
t

) 1
q

.

Таким образом, верно неравенство (2).

Пусть α > 1 − 1
q . Рассмотрим функцию g1(x) =

∞∑
ν=0

1
2να cos 2νx. Применяя лемму 9, получим

ωα+1− 1
q
(g1, δ)1 ≍ δα. Но тогда для левого выражения в (2) будем иметь

( δ(log2
2
δ
)

1
αq∫

0

(
t
−1+ 1

qωα+1− 1
q
(g1, t)1

)q dt
t

) 1
q

≍
( δ(log2

2
δ
)

1
αq∫

0

(
t
−1+ 1

q tα
)q dt
t

) 1
q

≍

≍ δ
α−1+ 1

q (log2
2

δ
)
1
q

1

(log2
2
δ )

q−1

αq2

.

Для правого выражения в (2) получим

( δ∫

0

(
t−1+ 1

q
(
log2

2

t

) 1
qωα+1− 1

q
(g1, t)1

)q dt
t

)1
q

≍
( δ∫

0

(
t−1+ 1

q
(
log2

2

t

) 1
q tα
)q dt
t

) 1
q

≍ δα−1+ 1
q (log2

2

δ
)
1
q .

Таким образом, для функции g1(x) при α > 1− 1
q правая и левая части соотношения (2) имеют

разные порядки как функции переменной δ, что и означает, что в соотношении (2), вообще говоря,
нельзя знак ≪ заменить на ≍ .

6, б. Применяя к неравенству (1) неравенство (2), получим утверждение в.
7. Доказательство пункта 1 теоремы 2. Для любого δ ∈ (0, 12) существует натуральное

число n, такое, что 1
2n+1 6 δ < 1

2n . Тогда на основании свойств модуля гладкости заключаем, что

J = ωα(f, δ)∞ ≪ ωα
(
f, 1

2n+1

)
∞. Согласно лемме 1 и лемме 8 имеем

J ≪ 2−α(n+1)‖V (α)
2n+1(f)‖∞ + ‖f − V2n+1(f)‖∞ 6

6 2−α(n+1)‖V (α)[
2n+1

n

1
αp′

](f)‖∞ + 2−α(n+1)‖V (α)
2n+1(f)− V

(α)[
2n+1

n

1
αp′

](f)‖∞ + ‖f − V2n+1(f)‖∞ ≪

≪ 2−α(n+1)‖V (α)[
2n+1

n

1
αp′

](f)‖∞ + ‖f − V[ 2n+1

n

1
αp′

]‖∞ = J1 + J2.

В силу лемм 2, 5 и 1

J2 ≪ E[ 2n+1

n

1
αp′

](f)∞ ≪
[2n+1

n
1

αp′

] 1
pE[ 2n+1

n

1
αp′

](f)p +
∞∑

ν=
[

2n+1

n

1
αp′

]
+1

ν
1
p
−1Eν(f)p ≪

≪

1[
2n+1

n

1
αp′

]

∫

0

t
− 1

pωα+ 1
p
(f, t)p

dt

t
6

2
2n+1

n

1
αp′∫

0

t
− 1

pωα+ 1
p
(f, t)p

dt

t
≪

δ
(
log2

2
δ

) 1
αp′∫

0

t
− 1

pωα+ 1
p
(f, t)p

dt

t
.

Теперь оценим J1. Так как f ∈ L0
p, то V

(α)[
2n+1

n

1
αp′

](f) =
2·
[

2n+1

n

1
αp′

]
−1

∑
ν=1

cν(x), где cν(x) = λνAν(f) и

λν =





1, если 1 6 ν 6
[
2n+1

n
1

αp′

]
;

2− ν[
2n+1

n

1
αp′

] , если
[
2n+1

n
1

αp′

]
+ 1 6 ν 6 2 ·

[
2n+1

n
1

αp′

]
− 1.
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Обозначим

(V
(α)[
2n+1

n

1
αp′

])∗(
1
p
)(f) =

2·
[

2n+1

n

1
αp′

]
−1

∑

ν=1

cν(x)ν
1
p .

Тогда, используя определение дробной производной, получим

(V
(α)[
2n+1

n

1
αp′

])∗(
1
p
)(f) = (V

(α)[
2n+1

n

1
αp′

])(
1
p
)(f) cos

(π
2

1

p

)
+ ˜(V[ 2n+1

n

1
αp′

])(α)
( 1
p
)

(f) sin
(π
2

1

p

)
, (6)

где
˜
V

(α)[
2n+1

n

1
αp′

](f) есть функция, сопряженная с функцей V
(α)[
2n+1

n

1
αp′

](f).

Легко проверить, что

V
(α)[
2n+1

n

1
αp′

](f) =
2π∫

0

(V
(α)[
2n+1

n

1
αp′

])∗(
1
p
)
(f, t)K[ 2n+1

n

1
αp′

](x− t)dt,

где K[ 2n+1

n

1
αp′

](t) =
2·
[

2n+1

n

1
αp′

]
−1

∑
µ=1

µ
− 1

p cosµt. Применение неравенства Гёльдера (лемма 4) дает

‖V (α)[
2n+1

n

1
αp′

](f)‖∞ 6 ‖(V (α)[
2n+1

n

1
αp′

])∗(
1
p
)(f)‖p · ‖K[ 2n+1

n

1
αp′

]‖p′ , (7)

где 1
p +

1
p′ = 1. Учитывая лемму 6, получим

‖K[ 2n+1

n

1
αp′

]‖p′ ≪
( 2·
[

2n+1

n

1
αp′

]
−1

∑

µ=1

(
µ
− 1

p
)p′
µp

′−2

) 1
p′

=

( 2·
[

2n+1

n

1
αp′

]
−1

∑

µ=1

µ−1

) 1
p′

≪ n
1
p′ .

Используя соотношение (6), а затем лемму 7, имеем

‖(V (α)[
2n+1

n

1
αp′

])∗(
1
p
)
(f)‖p ≪ ‖V (α+ 1

p
)[

2n+1

n

1
αp′

](f)‖p + ‖ ˜
V

(α)[
2n+1

n

1
αp′

]
( 1
p
)

(f)‖p ≪ ‖V (α+ 1
p
)[

2n+1

n

1
αp′

](f)‖p.

Подставляя эти оценки в неравенство (7), приходим к оценке J1 ≪ 2−α(n+1)n
1
p′ ‖V (α+ 1

p
)[

2n+1

n

1
αp′

](f)‖p.

Далее, применяя лемму 1 и свойства дробного модуля гладкости, будем иметь

J1 ≪ 2−α(n+1)n
1
p′ ‖V (α+ 1

p
)[

2n+1

n

1
αp′

](f)‖p ≪ ‖V (α+ 1
p
)[

2n+1

n

1
αp′

](f)‖p

1[
2n+1

n

1
αp′

]

∫

1
2n+1

tα
dt

t
=

=
[2n+1

n
1

αp′

]α+ 1
p

1
[
2n+1

n
1

αp′

]α+ 1
p

‖V (α+ 1
p
)[

2n+1

n

1
αp′

](f)‖p

1[
2n+1

n

1
αp′

]

∫

1
2n+1

tα
dt

t
≪
[2n+1

n
1

αp′

]α+ 1
pωα+ 1

p
(f,

1[
2n+1

n
1

αp′

])p

1[
2n+1

n

1
αp′

]

∫

1
2n+1

tα
dt

t
≪
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≪

1[
2n+1

n

1
αp′

]

∫

1
2n+1

t
−α− 1

p tαωα+ 1
p
(f, t)p

dt

t
≪

δ
(
log2

2
δ

) 1
αp′∫

0

t
− 1

pωα+ 1
p
(f, t)p

dt

t
.

Используя оценки для J1 и J2, получаем тем самым, что неравенство (3) доказано.
Рассмотрим функцию f1(x) = sinx. Как показано в §4.1 (см. соотношение (4.1.8)) работы [8],

ωα(f1, δ)∞ ≍ δα, ωα+ 1
p
(f1, δ)p ≍ δ

α+ 1
p . Но тогда

δ(log2
2
δ
)

1
αp′∫

0

t−
1
pωα+ 1

p
(f1, t)p

dt

t
≍

δ(log2
2
δ
)

1
αp′∫

0

t−
1
p tα+

1
p
dt

t
≍ δα(log2

2

δ
)

1
p′ .

Таким образом, для функции f1(x) правая и левая части соотношения (3) имеют разные порядки
как функции переменной δ, что и означает, что в соотношении (3), вообще говоря, нельзя знак ≪
заменить на ≍ .

8. Доказательство пункта 2 теоремы 2. Рассмотрим функцию f3(x) = f1(x) = sinx. Тогда

A3(f3, δ) =
ωα(f3, δ)∞

δ(log2
2
δ
)
1
α∫

0

t−
1
pωα1+

1
p
(f3, t)p

dt
t

≍ δα

δα1(log2
2
δ )

α1
αp′

→ ∞ при δ → 0.

Таким образом, для функции f3(x) правая и левая части соотношения (3) имеют разные порядки
как функции переменной δ, что и означает, что в соотношении (3), вообще говоря, нельзя заменить
α на α1 > α.

9. Доказательство пункта 3 теоремы 2. Рассмотрим функцию

f4(x) =
∞∑

k=1

cos kx

kα+1
, если α 6= 2l + 1, l ∈ N,

f4(x) =
∞∑

k=1

sin kx

kα+1
, если α = 2l + 1, l ∈ N.

Применяя лемму 10, имеем

δ(ζ(δ))
1
α∫

0

t−
1
pωα+ 1

p
(f4, t)p

dt

t
=

δ(ζ(δ))
1
α∫

δ

tαt−(α+ 1
p
)ωα+ 1

p
(f4, t)p

dt

t
+

δ∫

0

t−
1
pωα+ 1

p
(f4, t)p

dt

t
≪

≪ δ
−(α+ 1

p
)
ωα+ 1

p
(f4, δ)p

δ(ζ(δ))
1
α∫

δ

tα
dt

t
+

δ∫

0

t
− 1

pωα+ 1
p
(f4, t)p

dt

t
≪

≪ δ
−(α+ 1

p
)
δαζ(δ)δ

α+ 1
p

(
log2

2

δ

) 1
p

+

δ∫

0

t
− 1

p t
α+ 1

p

(
log2

2

t

) 1
p dt

t
≪ δαζ(δ)

(
log2

2

δ

) 1
p

.

Из леммы 10 также следует, что ωα(f4, δ)∞ ≫ δα log2
2
δ . Но тогда

A4(f4, δ) ≫

(
log2

2
δ

)1− 1
p

ζ(δ)
.

Откуда и получаем, что A4(f4, δ) → ∞ при δ → 0.
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10. Доказательство пункта 4 теоремы 2.
10, а. Применяя свойства модуля гладкости, будем иметь

δ(log2
2
δ
)

1
αp′∫

0

t
− 1

pωα+ 1
p
(f, t)p

dt

t
=

δ∫

0

t
− 1

pωα+ 1
p
(f, t)p

dt

t
+

δ(log2
2
δ
)

1
αp′∫

δ

tαt
−(α+ 1

p
)
ωα+ 1

p
(f, t)p

dt

t
≪

≪
δ∫

0

t
− 1

pωα+ 1
p
(f, t)p

dt

t
+ δ

−(α+ 1
p
)
ωα+ 1

p
(f, δ)p

δ(log2
2
δ
)

1
αp′∫

δ

tα
dt

t
≪

δ∫

0

t
− 1

p

(
log2

2

t

) 1
p′
ωα+ 1

p
(f, t)p

dt

t
.

Таким образом, верно неравенство (4).

Пусть α > 1
p . Рассмотрим функцию g1(x) =

∞∑
ν=0

1
2να cos 2νx. Используя лемму 9, заключаем, что

ωα+ 1
p
(g1, δ)p ≍ δα. Тогда для левого выражения в (4) получим

δ(log2
2
δ
)

1
αp′∫

0

t−
1
pωα+ 1

p
(g1, t)p

dt

t
≍

δ(log2
2
δ
)

1
αp′∫

0

t−
1
p tα

dt

t
≍ δα−

1
p (log2

2

δ
)

1
p′

1

(log2
2
δ )

1
αpp′

.

Для правого выражения в (4) будем иметь

δ∫

0

t−
1
p

(
log2

2

t

) 1
p′
ωα+ 1

p
(g1, t)p

dt

t
≍

δ∫

0

t−
1
p

(
log2

2

t

) 1
p′
tα
dt

t
≍ δα−

1
p

(
log2

2

δ

) 1
p′
.

Таким образом, для функции g1(x) при α > 1
p правая и левая части соотношения (4) имеют

разные порядки как функции переменной δ, что и означает, что в соотношении (4), вообще говоря,
нельзя знак ≪ заменить знаком ≍ .

10, б. Применяя к неравенству (3) неравенство (4), получим утверждение г.
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