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Äàþòñÿ îïðåäåëåíèÿ ïîêàçàòåëåé êîëåáëåìîñòè, âðàùàåìîñòè è áëóæäàåìîñòè, àíà-

ëîãè÷íûõ ïîêàçàòåëÿì Ëÿïóíîâà è ïðèãîäíûõ äëÿ íåëèíåéíûõ ñèñòåì. Îïðåäåëåíèÿ äåé-

ñòâóþò äàæå òîãäà, êîãäà ðåøåíèÿ íå îïðåäåëåíû íà âñåé ïîëîæèòåëüíîé ïîëóîñè âðå-

ìåíè. Óñòàíîâëåíî ñîâïàäåíèå íîâûõ ïîêàçàòåëåé ñ ðàíåå èçâåñòíûìè â ñëó÷àå ëèíåéíîé

ñèñòåìû. Èçó÷åíû ðàçëè÷íûå âçàèìîñâÿçè ìåæäó ýòèìè ïîêàçàòåëÿìè.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: äè��åðåíöèàëüíàÿ ñèñòåìà, íåëèíåéíàÿ ñèñòåìà, ïîêàçàòåëè Ëÿïó-

íîâà, õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ÷àñòîòû, êîëåáëåìîñòü, âðàùàåìîñòü, áëóæäàåìîñòü.

The de�nitions of the indies of osillation, rotation and wandering, similar to the Lyapunov

exponents and suitable for nonlinear systems are given. De�nitions are valid even when solutions

are not de�ned on the entire positive time semiaxis. The oinidene of the new indiators with

those previously known in the ase of a linear system is established. Various relationships

between these indiators have been studied.

Key words: di�erential system, nonlinear system, Lyapunov exponents, harateristi fre-

quenies, osillation, rotation, wandering.

Ââåäåíèå. Âàæíóþ ðîëü â èññëåäîâàíèè óñòîé÷èâîñòè äâèæåíèÿ èãðàþò ïîêàçàòåëè (õàðàê-

òåðèñòè÷íûå ÷èñëà [1, � 6℄), íîñÿùèå èìÿ èõ ñîçäàòåëÿ À.Ì. Ëÿïóíîâà [2℄, îäíîãî èç âûäàþùèõñÿ

ó÷åíèêîâ Ï.Ë. ×åáûø¼âà. Ñ ïîìîùüþ ïîêàçàòåëåé Ëÿïóíîâà ðåøåíèé îñóùåñòâëÿåòñÿ îöåíêà ñâåðõó

ýêñïîíåíöèàëüíîãî ðîñòà èõ íîðìû ïðè âîçðàñòàíèè âðåìåíè.

Äëÿ èçó÷åíèÿ êîëåáàòåëüíûõ ñâîéñòâ äâèæåíèÿ áûëè ââåäåíû ñíà÷àëà àíàëîãè÷íûå õàðàêòå-

ðèñòè÷åñêèå ÷àñòîòû ñêàëÿðíûõ ðåøåíèé äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé [3℄, à çàòåì è ïîêàçàòåëè

êîëåáëåìîñòè, âðàùàåìîñòè è áëóæäàåìîñòè âåêòîðíûõ ðåøåíèé äè��åðåíöèàëüíûõ ñèñòåì [4, 5℄.

Âñå ïåðå÷èñëåííûå ïîêàçàòåëè îêàçàëèñü ïðèìåíèìûìè ëèøü ê ðåøåíèÿì, ãàðàíòèðîâàííî

îïðåäåëåííûì íà âñåé ïîëîæèòåëüíîé ïîëóîñè âðåìåíè. Ýòî çàòðóäíÿåò èõ âû÷èñëåíèå äëÿ íåëè-

íåéíûõ ñèñòåì, ãäå òàêîé ãàðàíòèè äàòü íåëüçÿ. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïðåäïðèíÿòà ïåðâàÿ ïîïûòêà

(àíîíñèðîâàííàÿ â äîêëàäàõ [6�8℄) ðàñïðîñòðàíèòü îïðåäåëåíèÿ ýòèõ ïîêàçàòåëåé íà ñëó÷àé íåñó-

ùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèé ñèñòåìû íà âñåé ïîëóîñè, íî â ðàìêàõ íåïðåðûâíîé çàâèñèìîñòè ðåøåíèé íà

êîìïàêòàõ îò íà÷àëüíûõ çíà÷åíèé.

1. Áàçîâûå ïîíÿòèÿ. Äëÿ çàäàííîãî íàòóðàëüíîãî n > 1 è çàäàííîé îòêðûòîé îêðåñòíîñòè

G òî÷êè 0 â åâêëèäîâîì �àçîâîì ïðîñòðàíñòâå R
n
ðàññìîòðèì äè��åðåíöèàëüíóþ, âîîáùå ãîâîðÿ

íåëèíåéíóþ, ñèñòåìó âèäà

ẋ = f(t, x), f(t, 0) = 0, t ∈ R+ ≡ [0,∞), x ∈ G, f, f ′x ∈ C(R+ ×G). (1)

×åðåç S∗(f) áóäåì îáîçíà÷àòü ìíîæåñòâî âñåõ íåïðîäîëæàåìûõ íåíóëåâûõ ðåøåíèé ñèñòåìû (1), à

÷åðåç xf (·, x0) òî èç íèõ, êîòîðîå äëÿ çàäàííîãî x0 ∈ G óäîâëåòâîðÿåò çàäà÷å Êîøè:

ẋ = f(t, x), x(0) = x0. (2)
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Êðîìå òîãî, íàñ áóäóò èíòåðåñîâàòü ÷àñòíûå ñëó÷àè ñèñòåìû (1), à èìåííî:

à) ëèíåéíàÿ ñèñòåìà âèäà

ẋ = A(t)x ≡ f(t, x), t ∈ R+, x ∈ G ≡ R
n, A ∈ C(R+), (3)

ãäå A : R+ → EndRn
� îïåðàòîð-�óíêöèÿ;

á) àâòîíîìíàÿ ñèñòåìà âèäà

ẋ = f(x), t ∈ R+, x ∈ G. (4)

Íåïðîäîëæàåìûå ðåøåíèÿ íåëèíåéíîé ñèñòåìû (1) èëè (4) âîâñå íå îáÿçàòåëüíî îïðåäåëåíû íà

âñåé ïîëóîñè R+, ïîñêîëüêó èõ �àçîâûå êðèâûå (êñòàòè, íå èñêëþ÷åíî, ÷òî âñå íåíóëåâûå âîîáùå)

ìîãóò çà êîíå÷íîå âðåìÿ âûõîäèòü íà ãðàíèöó �àçîâîé îáëàñòè (ïóñòü ëèøü àñèìïòîòè÷åñêè). Çàòî

ñ ðåøåíèÿìè ëèíåéíîé ñèñòåìû (3) òàêîãî íå ïðîèñõîäèò â ïðèíöèïå, èç-çà ÷åãî êàæäîå èç íèõ

îïðåäåëåíî íåïðåìåííî íà âñåé âðåìåíí�îé ïîëóîñè.

Îïðåäåëåíèå 1 [4, 5℄. Ïåðå÷èñëèì òðè îñíîâíûõ �óíêöèîíàëà K(t, u), êîòîðûå îïðåäåëåíû íà

ìíîæåñòâå ïàð, îáðàçóåìûõ ìîìåíòàìè âðåìåíè t > 0 è íåïðåðûâíûìè �óíêöèÿìè u : [0, t] → R
n
.

Ýòè �óíêöèîíàëû îòâå÷àþò ïîêàçàòåëÿì

κ = ν, θ, ρ ñîîòâåòñòâåííî ïðè K = N,Θ,P (5)

è îïèñûâàþò ñëåäóþùèå êîíêðåòíûå ñâîéñòâà ðåøåíèé:

1) êîëåáëåìîñòü â ñëó÷àå κ = ν, ò.å. êîãäà K(t, u) = N(t, u) � íîðìèðîâàííîå, ò.å. óìíîæåííîå

íà π, ÷èñëî íóëåé íà ïðîìåæóòêå (0, t] �óíêöèè P1u, ãäå P1 � îðòîãîíàëüíûé ïðîåêòîð íà �èêñèðî-

âàííóþ ïðÿìóþ â R
n
(ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç òî÷êó 0), ïðè÷åì åñëè õîòÿ áû îäèí èç ýòèõ íóëåé êðàòåí

(ò.å. ÿâëÿåòñÿ íóëåì åùå è ïðîèçâîäíîé (P1u)
·), òî ñ÷èòàåì N(t, u) = +∞;

2) âðàùàåìîñòü (îðèåíòèðîâàííàÿ) â ñëó÷àå κ = θ, ò.å. êîãäà K(t, u) = Θ(t, u) ≡ |ϕ(t, P2u)| �
ìîäóëü îðèåíòèðîâàííîãî óãëà ϕ(t, P2u) (íåïðåðûâíîãî ïî t, ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì ϕ(0, P2u) =
0) ìåæäó âåêòîðîì P2u(t) è íà÷àëüíûì âåêòîðîì P2u(0), ãäå P2 � îðòîãîíàëüíûé ïðîåêòîð íà

�èêñèðîâàííóþ ïëîñêîñòü (ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç òî÷êó 0), ïðè÷åì åñëè P2u(τ) = 0 õîòÿ áû ïðè îäíîì

τ ∈ [0, t], òî ñ÷èòàåì Θ(t, u) = +∞;
3) áëóæäàåìîñòü â ñëó÷àå κ = ρ, ò.å. êîãäà

K(t, u) = P(t, u) ≡
∫ t

0

∣∣∣∣
(
u(τ)

|u(τ)|

)·∣∣∣∣ dτ, u(τ) 6= 0, τ ∈ [0, t].

Èçâåñòíû è äðóãèå �óíêöèîíàëû, êîòîðûå îòâå÷àþò çà íåîðèåíòèðîâàííóþ èëè ÷àñòîòíóþ

âðàùàåìîñòü [5℄, çà ïîâîðà÷èâàåìîñòü çàäàííîãî ðàíãà [9℄, à òàêæå çà ïëîñêóþ âðàùàåìîñòü [10,

11℄.

Îïðåäåëåíèå 2 [4, 5℄. Äëÿ êàæäîãî �óíêöèîíàëà K èç îïðåäåëåíèÿ 1 ââåäåì ñîîòâåòñòâóþùèå

ïîêàçàòåëè (5) (êîëåáëåìîñòè, âðàùàåìîñòè è áëóæäàåìîñòè, äëÿ îïðåäåëåííîñòè áóäåì íàçûâàòü

çäåñü ýòè ïîêàçàòåëè ëèíåéíûìè) ðåøåíèÿ x ∈ S∗(f), çàäàííîãî íà âñåé ïîëóîñè R+, ñëåäóþùèì

îáðàçîì:

à) ñëàáûé è ñèëüíûé íèæíèå ïîêàçàòåëè çàäàäèì �îðìóëàìè

κ̌
◦(x) ≡ lim

t→+∞
inf

L∈AutRn

1

t
K(t, Lx), κ̌

•(x) ≡ inf
L∈AutRn

lim
t→+∞

1

t
K(t, Lx), (6)

ãäå ÷åðåç AutRn
îáîçíà÷åíî ìíîæåñòâî âñåõ íåâûðîæäåííûõ ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ L : Rn → R

n;
á) ñëàáûé κ̂

◦(x) è ñèëüíûé κ̂
•(x) âåðõíèå ïîêàçàòåëè çàäàäèì òåìè æå �îðìóëàìè (6), íî ñ

çàìåíîé â íèõ íèæíèõ ïðåäåëîâ ïðè t→ +∞ âåðõíèìè;

â) â ñëó÷àå ñîâïàäåíèÿ çíà÷åíèé íèæíåãî è âåðõíåãî ïîêàçàòåëåé áóäåì íàçûâàòü èõ òî÷íûìè

è îïóñêàòü â èõ îáîçíà÷åíèè ãàëî÷êó èëè êðûøå÷êó;

ã) â ñëó÷àå ñîâïàäåíèÿ çíà÷åíèé ñëàáîãî è ñèëüíîãî ïîêàçàòåëåé áóäåì íàçûâàòü èõ àáñîëþò-

íûìè è îïóñêàòü â èõ îáîçíà÷åíèè ëþáîé êðóæî÷åê (ïóñòîé èëè ïîëíûé).

2. Îïðåäåëåíèå ïîêàçàòåëåé â íåëèíåéíîì ñëó÷àå. Ôîðìóëû (6) äëÿ ëèíåéíûõ ïîêàçàòå-

ëåé ÿâíî ïðåäïîëàãàþò, ÷òî ðåøåíèå îïðåäåëåíî íà âñåé ïîëóîñè âðåìåíè. Ïîñêîëüêó äëÿ ðåøåíèé

íåëèíåéíîé ñèñòåìû (1) ýòî, âîîáùå ãîâîðÿ, íå òàê, òî äëÿ íèõ îïðåäåëåíèå 2 íåïðèåìëåìî. Äàëåå

ïðåäëàãàþòñÿ òðè ðàçëè÷íûõ ïîäõîäà ê ðàçðåøåíèþ ýòîé ïðîáëåìû.

À. Ñ�åðè÷åñêèå ïîêàçàòåëè. Ïåðâûé ïîäõîä, ñ âèäó äîâîëüíî æåñòêèé, îñíîâàí íà ïîïûòêå

âñå âðåìÿ ïðèíóäèòåëüíî óäåðæèâàòü ðåøåíèå íà íà÷àëüíîé ñ�åðå (ïðè óñëîâèè, êîíå÷íî, ÷òî îíà

öåëèêîì ëåæèò â �àçîâîé îáëàñòè ñèñòåìû). Ïîëó÷àþùèåñÿ â ðåçóëüòàòå ïîêàçàòåëè îïðåäåëÿþòñÿ

ïî ðåøåíèÿì �àêòè÷åñêè íå èñõîäíîé, à íåñêîëüêî èçìåíåííîé ñèñòåìû.
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Îïðåäåëåíèå 3 [6℄. Ñíà÷àëà ïî çàäàííîé ñèñòåìå (1) ïîñòðîèì ñ�åðè÷åñêóþ ñèñòåìó òîãî æå

âèäà, â ïðàâîé ÷àñòè êîòîðîé ñòîèò ïîäïðàâëåííàÿ (áåç ðàäèàëüíîé ñîñòàâëÿþùåé) âåêòîð-�óíêöèÿ

fs(t, x) ≡ P⊥
x f(t, x), x ∈ G′ \ {0}, fs(t, 0) = 0, t ∈ R+,

ãäå P⊥
x � îðòîãîíàëüíûé ïðîåêòîð íà ãèïåðïëîñêîñòü (ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç íóëü), îðòîãîíàëüíóþ

íåíóëåâîìó âåêòîðó x ∈ R
n, à ïîäïðàâëåííàÿ �àçîâàÿ îáëàñòü G′

� íàèáîëüøèé îòêðûòûé øàð

ñ öåíòðîì â íóëå, ñîäåðæàùèéñÿ â èñõîäíîé �àçîâîé îáëàñòè G. Äàëåå, ïî ýòîé ñ�åðè÷åñêîé ñè-

ñòåìå êàæäîìó �óíêöèîíàëó K èç íàáîðà (5), à òàêæå íà÷àëüíîìó çíà÷åíèþ x0 ∈ G′, ìîìåíòó
t > 0 è ïðåîáðàçîâàíèþ L ∈ AutRn

ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå çíà÷åíèå ñ�åðè÷åñêîãî �óíêöèîíàëà,

îïðåäåëÿåìîãî ðàâåíñòâîì

Ks(f, x0, t, L) ≡ K(t, Lxfs(·, x0)).
Çàòåì îïðåäåëèì ñîîòâåòñòâóþùèå ñëàáûé è ñèëüíûé íèæíèå ñ�åðè÷åñêèå ïîêàçàòåëè çàäà÷è Êîøè

(2) ñ ïîìîùüþ �îðìóë

κ̌
◦
s(f, x0) ≡ lim

t→+∞
inf

L∈AutRn

1

t
Ks(f, x0, t, L), κ̌

•
s(f, x0) ≡ inf

L∈AutRn
lim

t→+∞

1

t
Ks(f, x0, t, L). (7)

Íàêîíåö, îïðåäåëèì ñëàáûé κ̂
◦
s(f, x0) è ñèëüíûé κ̂

•
s(f, x0) âåðõíèå ñ�åðè÷åñêèå ïîêàçàòåëè çàäà÷è

Êîøè (2), à òàêæå òî÷íûå è àáñîëþòíûå èõ ðàçíîâèäíîñòè â ñîîòâåòñòâèè ñ ïï. á�ã îïðåäåëåíèÿ 2,

íî ñ çàìåíîé â íèõ �îðìóë (6) �îðìóëàìè (7).

Á. �àäèàëüíûå ïîêàçàòåëè. Ñëåäóþùèé ïîäõîä, êàæóùèéñÿ áîëåå ãèáêèì, ïðåäóñìàòðè-

âàåò íà êàæäîì îòðåçêå âðåìåíè çàìåíó èñõîäíîãî ðåøåíèÿ äðóãèìè ðåøåíèÿìè òîé æå ñèñòåìû,

íà÷èíàþùèìèñÿ íà òîì æå ëó÷å (ñ íà÷àëîì â íóëå), íî ñêîëü óãîäíî áëèçêî ê íóëþ (÷òîáû îíè

ãàðàíòèðîâàííî ñóùåñòâîâàëè íà äàííîì îòðåçêå) � �àêòè÷åñêè ïî ýòîìó ëó÷ó áåðåòñÿ ïðåäåë.

Îïðåäåëåíèå 4 [7℄. Ñíà÷àëà êàæäîìó �óíêöèîíàëó K èç íàáîðà (5), à òàêæå ñèñòåìå (1), íà-

÷àëüíîìó çíà÷åíèþ x0 ∈ G, ìîìåíòó t > 0 è ïðåîáðàçîâàíèþ L ∈ AutRn
ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå

çíà÷åíèÿ íèæíåãî è âåðõíåãî ðàäèàëüíûõ �óíêöèîíàëîâ, îïðåäåëÿåìûõ ñîîòâåòñòâåííî ðàâåíñòâà-

ìè

Ǩr(f, x0, t, L) ≡ lim
µ→+0

K(t, Lxf (·, µx0)), K̂r(f, x0, t, L) ≡ lim
µ→+0

K(t, Lxf (·, µx0))

(çàìåòèì, ÷òî âûðàæåíèÿ, ñòîÿùèå â ýòèõ ðàâåíñòâàõ ïîä çíàêàìè íèæíåãî è âåðõíåãî ïðåäåëîâ,

ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ çíà÷åíèÿõ µ > 0 îáÿçàòåëüíî îïðåäåëåíû â ñèëó íåïðåðûâíîé çàâèñèìîñòè

ðåøåíèé îò íà÷àëüíûõ çíà÷åíèé íà êîìïàêòå [0, t]). Çàòåì îïðåäåëèì ñîîòâåòñòâóþùèå ñëàáûé è

ñèëüíûé íèæíèå ðàäèàëüíûå ïîêàçàòåëè çàäà÷è Êîøè (2) ñ ïîìîùüþ �îðìóë

κ̌
◦
r (f, x0) ≡ lim

t→+∞
inf

L∈AutRn

1

t
Ǩr(f, x0, t, L), κ̌

•
r(f, x0) ≡ inf

L∈AutRn
lim

t→+∞

1

t
Ǩr(f, x0, t, L). (8)

Íàêîíåö, îïðåäåëèì ñëàáûé κ̂
◦
r (f, x0) è ñèëüíûé κ̂

•
r(f, x0) âåðõíèå ðàäèàëüíûå ïîêàçàòåëè çàäà÷è

Êîøè (2) òåìè æå �îðìóëàìè (8), íî ñ çàìåíîé â íèõ íèæíèõ ïðåäåëîâ ïðè t → +∞ è íèæíèõ

ðàäèàëüíûõ �óíêöèîíàëîâ âåðõíèìè, à òî÷íûå è àáñîëþòíûå èõ ðàçíîâèäíîñòè îïðåäåëèì â ñî-

îòâåòñòâèè ñ ïï. â è ã îïðåäåëåíèÿ 2.

Èç ýòîãî îïðåäåëåíèÿ âèäíî, ÷òî çíà÷åíèÿ ðàäèàëüíûõ �óíêöèîíàëîâ è ïîêàçàòåëåé çàâèñÿò

�àêòè÷åñêè íå ïðÿìî îò íà÷àëüíîãî çíà÷åíèÿ x0, à ëèøü öåëèêîì îò ëó÷à, íà êîòîðîì ýòî çíà÷åíèå

áåðåòñÿ.

Â. Øàðîâûå ïîêàçàòåëè. Ïîñëåäíèé, òàêæå ïðåäåëüíûé, íî îòíîñèòåëüíî áîëåå ãðóáûé ïîä-

õîä ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû íà êàæäîì îòðåçêå âðåìåíè ðàññìàòðèâàòü ðåøåíèÿ, íà÷èíàþùèåñÿ â øàðå

ñ öåíòðîì â íóëå ñêîëü óãîäíî ìàëîãî ðàäèóñà (÷òîáû ýòè ðåøåíèÿ áûëè îïðåäåëåíû íà âñåì äàííîì

îòðåçêå). Ýêñòðåìàëüíûå ïîêàçàòåëè, ïîëó÷àþùèåñÿ òàêèì îáðàçîì, îêàçûâàþòñÿ ñâÿçàííûìè óæå

íå ñ îòäåëüíûìè ðåøåíèÿìè, à ñ ñàìîé èñõîäíîé ñèñòåìîé.

Îïðåäåëåíèå 5 [8℄. Ñíà÷àëà êàæäîìó �óíêöèîíàëó K èç íàáîðà (5), à òàêæå ñèñòåìå (1),

ìîìåíòó t > 0 è ïðåîáðàçîâàíèþ L ∈ AutRn
ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå çíà÷åíèÿ íèæíåãî è âåðõíåãî

øàðîâûõ �óíêöèîíàëîâ, îïðåäåëÿåìûõ ñîîòâåòñòâåííî ðàâåíñòâàìè

Ǩb(f, t, L) ≡ lim
x0→0

K(t, Lxf (·, x0)), K̂b(f, t, L) ≡ lim
x0→0

K(t, Lxf (·, x0)).

Çàòåì îïðåäåëèì ñîîòâåòñòâóþùèå ñëàáûé è ñèëüíûé íèæíèå øàðîâûå ïîêàçàòåëè ñèñòåìû (1) ñ

ïîìîùüþ �îðìóë

κ̌
◦
b (f) ≡ lim

t→+∞
inf

L∈AutRn

1

t
Ǩb(f, t, L), κ̌

•
b (f) ≡ inf

L∈AutRn
lim

t→+∞

1

t
Ǩb(f, t, L). (9)
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Íàêîíåö, îïðåäåëèì ñëàáûé κ̂
◦
b (f) è ñèëüíûé κ̂

•
b (f) âåðõíèå øàðîâûå ïîêàçàòåëè ñèñòåìû (1) òåìè æå

�îðìóëàìè (9), íî ñ çàìåíîé â íèõ íèæíèõ ïðåäåëîâ ïðè t→ +∞ è íèæíèõ øàðîâûõ �óíêöèîíàëîâ

âåðõíèìè, à òî÷íûå è àáñîëþòíûå èõ ðàçíîâèäíîñòè � â ñîîòâåòñòâèè ñ ïï. â è ã îïðåäåëåíèÿ 2.

3. Ñâîéñòâà íåëèíåéíûõ ïîêàçàòåëåé. Ïåðåõîä îò èñõîäíîé ñèñòåìû ê ñ�åðè÷åñêîé, êàê

è ïåðåõîä îò èñõîäíîãî ðåøåíèÿ ê çàäà÷àì Êîøè ñ íà÷àëüíûìè çíà÷åíèÿìè íà òîì æå ëó÷å, íà

ïåðâûé âçãëÿä ìîæåò ïîêàçàòüñÿ ñîâåðøåííî èñêóññòâåííûì. Îäíàêî óæå â ëèíåéíîì ñëó÷àå ýòè

ïåðåõîäû â îïðåäåëåííîì ñìûñëå îïðàâäûâàåò

Òåîðåìà 1. Äëÿ ëþáîé ëèíåéíîé ñèñòåìû (3), ëþáîãî åå ðåøåíèÿ x ∈ S∗(f) è ëþáîãî �óíêöè-

îíàëà (5) âåðíû ðàâåíñòâà

Ǩr(f, x(0), t, L) = K̂r(f, x(0), t, L) = Ks(f, x(0), t, L) = K(t, Lx), t > 0, L ∈ AutRn,

à äëÿ ëþáîãî ïîêàçàòåëÿ (5) � ðàâåíñòâà

κ̃
∗
s(f, x(0)) = κ̃

∗
r (f, x(0)) = κ̃

∗(x) ïðè

˜
=
ˇ
,
ˆ

è ∗ = ◦, •.
Â ðàáîòàõ [4, 5℄ ïðèâåäåí ïîëíûé íàáîð ñîîòíîøåíèé ìåæäó ëèíåéíûìè ïîêàçàòåëÿìè êîëåáëå-

ìîñòè, âðàùàåìîñòè è áëóæäàåìîñòè ðåøåíèé äè��åðåíöèàëüíûõ ñèñòåì. �àçëè÷íûå ñ�åðè÷åñêèå

è ðàäèàëüíûå ïîêàçàòåëè íå áîëåå óïîðÿäî÷åíû ìåæäó ñîáîé, ÷åì èõ èñõîäíûå ëèíåéíûå âàðèàíòû,

êàê ïîêàçûâàåò

Òåîðåìà 2. Åñëè äàííîå ñîîòíîøåíèå (ðàâåíñòâî èëè íåðàâåíñòâî) ìåæäó ëèíåéíûìè ïîêà-

çàòåëÿìè ðåàëèçóåòñÿ õîòÿ áû íà îäíîì ðåøåíèè êàêîé-ëèáî ëèíåéíîé ñèñòåìû (3), òî ýòî æå

ñîîòíîøåíèå ìåæäó îäíîèìåííûìè ñ�åðè÷åñêèìè ïîêàçàòåëÿìè, ðàâíî êàê è ìåæäó îäíîèìåííû-

ìè ðàäèàëüíûìè, ðåàëèçóåòñÿ íà ñîîòâåòñòâóþùåé çàäà÷å Êîøè äëÿ òîé æå ñèñòåìû.

Ñ ïîìîùüþ øàðîâûõ �óíêöèîíàëîâ è ïîêàçàòåëåé ñèñòåìû îñóùåñòâëÿþòñÿ îöåíêè ñíàðóæè

âñåãî ìíîæåñòâà èõ ðàäèàëüíûõ àíàëîãîâ, ïðîèñòåêàþùèõ îò âñåâîçìîæíûõ çàäà÷ Êîøè äëÿ òîé

æå ñèñòåìû, î ÷åì è ãîâîðèò

Òåîðåìà 3. Äëÿ ëþáîé ñèñòåìû (1), ëþáîãî çíà÷åíèÿ x0 ∈ G \ {0} è ëþáîãî �óíêöèîíàëà (5)
âåðíû íåðàâåíñòâà

Ǩb(f, t, L) 6 Ǩr(f, x0, t, L) 6 K̂r(f, x0, t, L) 6 K̂b(f, t, L), t > 0, L ∈ AutRn,

à äëÿ ëþáîãî ïîêàçàòåëÿ (5) � íåðàâåíñòâà

κ̌
∗
b (f) 6 κ̌

∗
r (f, x0) 6 κ̂

∗
r(f, x0) 6 κ̂

∗
b (f) ïðè ∗ = ◦, •.

Îöåíêè, ñîäåðæàùèåñÿ â �îðìóëèðîâêå òåîðåìû 3, âîîáùå ãîâîðÿ, óæå íå ðàñïðîñòðàíÿþòñÿ ñ

ðàäèàëüíûõ �óíêöèîíàëîâ è ïîêàçàòåëåé íà èõ ñ�åðè÷åñêèå àíàëîãè. Áîëåå òîãî, äëÿ íåëèíåéíûõ

ñèñòåì âçàèìîñâÿçè ìåæäó ðàçëè÷íûìè ëèíåéíûìè, ñ�åðè÷åñêèìè è ðàäèàëüíûìè ïîêàçàòåëÿìè

áûâàþò ïî÷òè íåïðåäñêàçóåìûìè, ÷òî è ïîäòâåðæäàåò

Òåîðåìà 4. Ïðè n = 2 è G = R
2
äëÿ êàæäîé èç ñëåäóþùèõ ÷åòûðåõ ñòðîê ñîîòíîøåíèé â

îòäåëüíîñòè

0 = κb(f) = κr(f, x(0)) < κs(f, x(0)) < κ(x) = +∞,
0 = κb(f) = κr(f, x(0)) = κ(x) < κs(f, x(0)) < +∞,

1 = κb(f) = κr(f, x(0)) > κs(f, x(0)) > κ(x) = 0, 1 = κb(f) = κr(f, x(0)) = κ(x) > κs(f, x(0)) > 0

ñóùåñòâóåò àâòîíîìíàÿ ñèñòåìà (4), ëþáîå ðåøåíèå x ∈ S∗(f) êîòîðîé îïðåäåëåíî íà âñåé ïî-

ëóîñè R+, à âñå ëèíåéíûå, ñ�åðè÷åñêèå, ðàäèàëüíûå è øàðîâûå ïîêàçàòåëè òî÷íû, àáñîëþòíû è

óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèÿì èìåííî ýòîé ñòðîêè.

4. Äîêàçàòåëüñòâà ñ�îðìóëèðîâàííûõ òåîðåì. Òåïåðü äîêàæåì ïîñëåäîâàòåëüíî ñ�îð-

ìóëèðîâàííûå âûøå òåîðåìû 1�4.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1. Ïðåæäå âñåãî çàìåòèì, ÷òî çíà÷åíèÿ �óíêöèîíàëîâ (5) íå ìå-

íÿþòñÿ ïðè óìíîæåíèè âåêòîð-�óíêöèè u íà ëþáóþ ïîëîæèòåëüíóþ (è äàæå íà îòðèöàòåëüíóþ)

íåïðåðûâíî äè��åðåíöèðóåìóþ ñêàëÿðíóþ �óíêöèþ.

Äàëåå, åñëè �óíêöèÿ x ∈ S∗(f) � ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè (2) äëÿ ëèíåéíîé ñèñòåìû (3), òî

ðåøåíèå y ∈ S∗(fs) òîé æå çàäà÷è Êîøè äëÿ ñîîòâåòñòâóþùåé ñ�åðè÷åñêîé ñèñòåìû çàïèñûâàåòñÿ

â âèäå y(t) ≡ |x0| e(t), ãäå e(t) ≡ x(t)/|x(t)| � åäèíè÷íûé âåêòîð, ñîíàïðàâëåííûé ñ âåêòîðîì x(t).
Äåéñòâèòåëüíî, y(0) = |x(0)| e(0) = x0 è ïðè êàæäîì t ∈ R+ èìååì

ẏ(t) =
|x0|
|x(t)| ẋ(t)−

(
ẋ(t), x(t)

)
|x0|

|x(t)|3 x(t) = f(t, y(t))−
(
f(t, y(t)), e(t)

)
e(t) = P⊥

y(t)f(t, y(t)),

÷òî íåïîñðåäñòâåííî ñîãëàñóåòñÿ ñ îïðåäåëåíèåì 3.
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Ïîýòîìó ïðè ïåðåõîäå îò ðåøåíèÿ x ∈ S∗(f) ëèíåéíîé ñèñòåìû (3) ê ñîîòâåòñòâóþùåìó ðåøå-

íèþ y ∈ S∗(fs) ñ�åðè÷åñêîé ñèñòåìû âñå ïîëó÷àåìûå ñ�åðè÷åñêèå �óíêöèîíàëû è ïîêàçàòåëè èç

îïðåäåëåíèÿ 3 ñîõðàíÿþòñÿ ïðåæíèìè, ò.å. ñîâïàäàþò ñ îäíîèìåííûìè ëèíåéíûìè èç îïðåäåëåíèÿ 2.

Àíàëîãè÷íî (è äàæå åùå áîëåå ïðîñòî) äåëî îáñòîèò ñ ðàäèàëüíûìè ïîêàçàòåëÿìè èç îïðåäåëå-

íèÿ 4, ïðè âû÷èñëåíèè êîòîðûõ òðåáóåòñÿ óìíîæàòü èñõîäíûå ðåøåíèÿ íà ìàëûå êîíñòàíòû µ > 0,
÷òî â ñëó÷àå ëèíåéíîé ñèñòåìû (3) âîîáùå íå ìåíÿåò âû÷èñëÿåìûõ âåëè÷èí.

Òåîðåìà 1 äîêàçàíà.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2 ïîëó÷àåòñÿ ïðîñòûì ïðèìåíåíèåì òåîðåìû 1, óòâåðæäàþùåé,

÷òî çíà÷åíèÿ ëþáûõ ëèíåéíûõ ïîêàçàòåëåé äëÿ êàæäîãî ðåøåíèÿ ëèíåéíîé ñèñòåìû (3) ñîâïàäàþò

ñ îäíîèìåííûìè ñ�åðè÷åñêèìè è ðàäèàëüíûìè ïîêàçàòåëÿìè äëÿ ñîîòâåòñòâóþùåé ýòîìó ðåøåíèþ

çàäà÷è Êîøè.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 3. Ñðàâíåíèå îïðåäåëåíèé 4 è 5 ïîêàçûâàåò, ÷òî ïðè âû÷èñëåíèè

øàðîâûõ �óíêöèîíàëîâ ïðåäåëû (âåðõíèé è íèæíèé) îò âûðàæåíèÿ K(t, Lxf (·, x0)) ïðè x0 → 0
áåðóòñÿ ïî âñåìó �àçîâîìó ïðîñòðàíñòâó (ïðåäñòàâëÿþùåìó ñîáîé ïîëíóþ îêðåñòíîñòü íóëÿ), à

ïðè âû÷èñëåíèè ðàäèàëüíûõ �óíêöèîíàëîâ � ëèøü ïî åãî ïîäìíîæåñòâó (à èìåííî ïî ëó÷ó).

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ øàðîâûõ ïîêàçàòåëåé íèæíèé ïðåäåë áóäåò íå áîëüøå, à âåðõíèé íå ìåíü-

øå, ÷åì äëÿ ðàäèàëüíûõ. Îòñþäà âûòåêàþò âñå îöåíêè ñíàðóæè äëÿ ðàäèàëüíûõ �óíêöèîíàëîâ è

ïîêàçàòåëåé, îñóùåñòâëÿåìûå èõ íèæíèìè è âåðõíèìè øàðîâûìè àíàëîãàìè.

Òåîðåìà 3 äîêàçàíà.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 4. Äëÿ êàæäîé èç ÷åòûðåõ ñòðîê ñîîòíîøåíèé, �èãóðèðóþùèõ â

�îðìóëèðîâêå ýòîé òåîðåìû, ðàññìîòðèì àâòîíîìíóþ ñèñòåìó (1), êîòîðàÿ â �èêñèðîâàííîì îðòî-

íîðìèðîâàííîì áàçèñå â R
2
çàïèñûâàåòñÿ â âèäå

ẋ = σEx+ ζ (x) Ix ≡ f(x), E =

(
1 0
0 1

)
, I =

(
0−1
1 0

)
,

ãäå ÷èñëî σ ñîâïàäàåò ñ σ+ = 1 äëÿ ïåðâîé è òðåòüåé ñòðîê è ñ σ− = −1 äëÿ âòîðîé è ÷åòâåðòîé

ñòðîê, à �óíêöèÿ ζ ñîâïàäàåò ñ ζ0(x) = |x| äëÿ ïåðâûõ äâóõ ñòðîê è ñ ζ1(x) = 1/(1 + |x|2) äëÿ
ïîñëåäíèõ äâóõ ñòðîê (ïðè ýòîì âî âñåõ ñëó÷àÿõ èìååì f ∈ C1(R2)).

Ïðåæäå âñåãî çàìåòèì, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñ�åðè÷åñêàÿ ñèñòåìà èìååò âèä

ẋ = ζ (x) Ix ≡ fs(x),

à óãëîâàÿ ñêîðîñòü ëþáîãî åå ðåøåíèÿ xfs(·, x0) ïîñòîÿííà è ðàâíà ζ(x0). Îòñþäà äëÿ ïåðâûõ äâóõ

ñòðîê ïîëó÷àåì ðàâåíñòâà

κs(f, x0) = ζ0(x0) = |x0| ∈ (0,+∞),

à äëÿ ïîñëåäíèõ äâóõ ñòðîê � ðàâåíñòâà

κs(f, x0) = ζ1(x0) = 1/(1 + |x0|2) ∈ (0, 1).

Äàëåå, â êàæäîì èç ÷åòûðåõ ðàññìàòðèâàåìûõ ñëó÷àåâ âñå ðàäèàëüíûå è øàðîâûå ïîêàçàòåëè

ðàâíû ÷èñëó ζ(0), ïîñêîëüêó ïðè âçÿòèè ïðåäåëîâ ïðè µ→ +0 è x0 → 0 äëÿ ïîäñ÷åòà ðàäèàëüíûõ è
øàðîâûõ �óíêöèîíàëîâ â îïðåäåëåíèÿõ 4 è 5 ñîîòâåòñòâóþùèå ðåøåíèÿ ïîïàäàþò â çîíó çíà÷åíèé

�óíêöèè ζ, âñå áîëåå è áîëåå áëèçêèõ ê åå çíà÷åíèþ â íóëå. Ïîýòîìó äëÿ ïåðâûõ äâóõ ñòðîê è

ñîîòâåòñòâåííî äëÿ ïîñëåäíèõ äâóõ ñòðîê ïîëó÷àåì ðàâåíñòâà

κb(f) = κr(f, x0) = ζ0(0) = 0, κb(f) = κr(f, x0) = ζ1(0) = 1.

Íàêîíåö, åñëè σ = σ+, òî ëþáîå ðåøåíèå x ∈ S∗(f) ñ ðîñòîì âðåìåíè íåîãðàíè÷åííî óäàëÿåòñÿ

îò íóëÿ è îêàçûâàåòñÿ â çîíå çíà÷åíèé �óíêöèè ζ, âñå áîëåå áëèçêèõ ê åå ïðåäåëüíîìó çíà÷åíèþ íà

áåñêîíå÷íîñòè, à åñëè σ = σ−, òî ëþáîå ðåøåíèå ñòðåìèòñÿ ê íóëþ è îêàçûâàåòñÿ â çîíå çíà÷åíèé

�óíêöèè ζ, âñå áîëåå áëèçêèõ ê åå çíà÷åíèþ â íóëå. Ïîýòîìó ïðè ïîäñ÷åòå ëèíåéíûõ ïîêàçàòåëåé

äëÿ ïåðâîé è òðåòüåé ñòðîê ïîëó÷àåì ñîîòâåòñòâåííî ðàâåíñòâà

κ(x) = lim
x0→∞

ζ0(x0) = +∞, κ(x) = lim
x0→∞

ζ1(x0) = 0,

à äëÿ âòîðîé è ÷åòâåðòîé ñòðîê � ðàâåíñòâà

κ(x) = lim
x0→0

ζ0(x0) = 0, κ(x) = lim
x0→0

ζ1(x0) = 1.

Òåîðåìà 4 äîêàçàíà.
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Àâòîð ïðèíîñèò áëàãîäàðíîñòü Â.Â. Áûêîâó çà öåííûå çàìå÷àíèÿ, ñïîñîáñòâîâàâøèå çíà÷èòåëü-

íîìó óëó÷øåíèþ òåêñòà ñòàòüè.
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È ÇÀÊÎÍÅ ÁÎËÜØÈÕ ×ÈÑÅË ÁÅ�ÍÓËËÈ

Î.Ï. Âèíîãðàäîâ

1

Â ñòàòüå ïðèâåäåíî äîêàçàòåëüñòâî çàêîíà áîëüøèõ ÷èñåë äëÿ ñëó÷àÿ áðîñàíèÿ ïðà-

âèëüíîé ìîíåòû. Ýòî äîêàçàòåëüñòâî îñíîâàíî íà ìåòîäå, êîòîðûé ïðèìåíèë ×åáûø�åâ ïðè

äîêàçàòåëüñòâå íåðàâåíñòâà, íîñÿùåãî òåïåðü åãî èìÿ, è íå òðåáóåò çíàêîìñòâà ñ òàêèìè

ïîíÿòèÿìè, êàê íåçàâèñèìîñòü, ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå è äèñïåðñèÿ. Ïðåäïîëàãàþòñÿ

èçâåñòíûìè ëèøü ïîíÿòèÿ ðàâíîâîçìîæíîñòè ñîáûòèé, �îðìóëà êëàññè÷åñêîé âåðîÿòíî-

ñòè, à òàêæå ïðîñòåéøèå ïîíÿòèÿ êîìáèíàòîðèêè è �îðìóëà áèíîìà Íüþòîíà.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: òåîðåìà Áåðíóëëè î çàêîíå áîëüøèõ ÷èñåë, íåðàâåíñòâî ×åáûø�åâà,

òåîðåìà ×åáûø�åâà.

Using the method applyed by Chebyshev to prove the inequality that bears his name,

the artile provides a proof of the law of large numbers for the ase of throwing the fair oin.

This proof does not require familiarity with suh onepts as independene, expetation, and

variane. It is assumed that only the onept of equal possibility of events, the formula of
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